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Resumen
En este trabioajo de tesis se determina cual es el efecto sobre las oscilaciones de neutrinos
que tiene la fase compleja de violacio´n de CP presente en la matriz de masa y de mezcla del
sector lepto´nico del modelo con dos dobletes de Higgs tipo III extendido con el modelo de
Majorana y del modelo con simetr´ıa izquierda-derecha. Para realizar lo anterior, inicialmente
se genera v´ıa el mecanismo see-saw la matriz de masa de neutrinos en el sector lepto´nico
tanto del modelo con dos dobletes de Higgs tipo III generalizado, como del modelo con si-
metr´ıa izquierda-derecha, observa´ndose la presencia de una fase compleja de violacio´n de
CP en estas matrices. Posteriormente, las matrices de masas obtenidas se repara´metrizan en
te´rminos de las masas de los leptones cargados y de los neutrinos, que son funciones de los
para´metros del potencial, con lo cual se calcula la matriz de mezcla de los neutrinos y se
obtienen expresiones anal´ıticas, expl´ıcitas y exactas, para los a´ngulos de mezcla y las fases
de Majorana como funcio´n de las masas de los leptones cargados y de los neutrinos. Final-
mente, para los dos modelos considerados, se determina cual es el papel que tienen las fases
de violacio´n de CP presentes en las matrices de mezcla en las probabilidades de transicio´n
que describen las oscilaciones de neutrinos en el vac´ıo.
Palabras clave: Modelo con dos dobletes de Higgs, Modelo con simetr´ıa izquierda-derecha,
Mecan´ısmo see-saw, Violacio´n de CP.
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Abstract
We determine what is the effect on neutrino oscillations which has the complex phase of
CP violation that appears in the mass and mixing matrixes of the leptonic sector for the
Two-Higgs-Doublet Model and for the Left-Right Symmetric Model. For this, initially gene-
rated by the see-saw mechanism mass matrix of the neutrino in the leptonic sector, for both
model, and we observed the presence of a complex phase of CP violation in these matrices.
Finally, for the two models considered, determine which is the role that the CP violation
phases present in the mass and mixing matrixes of transition probabilities of neutrino in the
oscillations in vacuum.
Keywords: Cp Violation, Two Higgs Doublet Model, left right symmetric model
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1. Introduccio´n
Experimentos sobre neutrinos atmosfe´ricos, neutrinos solares y neutrinos producidos en ace-
leradores [1, 2, 3, 4] son consistentes con la existencia del feno´meno de oscilacio´n de neutrinos,
el cual hace referencia a que los neutrinos cambian de sabor cuando se propagan de la fuente
al detector [5]. Estas oscilaciones son posibles, desde el punto de vista teo´rico, si los neutrinos
son considerados como part´ıculas masivas y sus autoestados de masa son una mezcla de sabor
lepto´nico de los tres estados de sabor de los neutrinos. Las evidencias experimentales sobre
oscilaciones de neutrinos sugieren que los neutrinos deben tener masas f´ısicas muy pequen˜as,
por debajo de 1 eV . Cabe destacar que el Modelo Esta´ndar Electrode´bil (MEE) no puede
explicar las oscilaciones de neutrinos debido a que despue´s de la ruptura esponta´nea de la
simetr´ıa electrode´bil no aparecen te´rminos de masa para los neutrinos, lo cual se origina en
el hecho de que los neutrinos del MEE (νe, νµ y ντ ) solamente tienen quiralidad izquierda.
Las oscilaciones de neutrinos να − νβ como un feno´meno de interferencia puramente cua´nti-
co, que presenta caracter´ısticas relativistas, puede considerarse ana´logo al que ocurre en un
sistema cua´ntico de dos niveles, en el que debido a la existencia de una perturbacio´n (que
para el caso de neutrinos esta´ relacionada con la mezcla en los te´rminos de masa) los estados
de sabor corresponden a estados no estacionarios, es decir, existe la probabilidad de que los
neutrinos cambien de sabor al propagarse de la fuente al detector. Asimismo, las oscilacio-
nes de neutrinos tambie´n son consecuencia de la existencia y pequen˜ez de las masas de los
neutrinos. De esta manera, la evolucio´n temporal del sistema describira´ la probabilidad de
transicio´n entre los distintos estados de sabor.
Desde el punto de vista teo´rico, el feno´meno de las oscilaciones de neutrinos puede ser posible
solamente si existe un mecanismo en el que la masa de los neutrinos pueda generarse de for-
ma satisfactoria. Por lo anterior, resulta necesario implementar un mecanismo que permita
explicar la generacio´n de las masas de los neutrinos de quiralidad izquierda y el porque´ de
la pequen˜ez de estas masas [6]. Uno de los ma´s atractivos y satisfactorios mecanismos de
generacio´n de masa de los neutrinos es el mecanismo de see-saw (MSS), propuesto por Gell-
Mann et al. [7], Yanagida [8], Mohapatra y Senjanovic´ [9]. Este mecanismo, que supone la
existencia de neutrinos supermasivos (este´riles) de quiralidad derecha, mediante una posible
violacio´n de la conservacio´n del nu´mero lepto´nico puede generar las pequen˜as masas de los
neutrinos de quiralidad izquierda. Este mecanismo, en el que los neutrinos de quiralidad
derecha son fermiones de Majorana, puede tener tres diferentes realizaciones conduciendo
3a los tres tipos posible de MSS. Una vez que el MSS ha sido implementado, se genera una
matriz de masa y de mezcla en el sector lepto´nico que da cuenta de la pequen˜ez de la masa
de los neutrinos de quiralidad izquierda y de la masa pesada de los neutrinos de quiralidad
derecha. Cabe destacar la existencia de una teor´ıa efectiva, que establece que los neutrinos de
quiralidad izquierda deben poseer una masa pequen˜a, cuya equivalencia con el MSS ha sido
comprobada. Esta teor´ıa, descrita por S. Weinberg [10], se basa en el hecho de la supuesta
violacio´n del nu´mero lepto´nico a escalas de energ´ıa grandes.
Por otra parte, al igual que en el sector de quarks, la matriz de masa y de mezcla en el
sector lepto´nico obtenida despue´s de la implementacio´n del MSS y conocida como matriz de
Pontecorvo-Maki-Nakagata-Sakata (PMNS) [11], posee una fase compleja que origina la vio-
lacio´n de la simetr´ıa carga-paridad (CP) en el sector lepto´nico y que puede inducir violacio´n
de CP en las oscilaciones de neutrinos [12, 13]. Evidencias experimentales sen˜alan que existe
una diferencia entre la probabilidad de conversio´n P (να → νβ) y la probabilidad P (ν¯α → ν¯β)
[12, 13, 14, 15, 16] para α 6= β que no ha sido explicada f´ısicamente. La existencia de esta
diferencia permitir´ıa plantear que los neutrinos no son part´ıculas de Majorana sino de Dirac.
Otra posibilidad que se podr´ıa plantear es que los neutrinos tuvieran masas diferentes a las
de los anti-neutrinos, lo cual contradecir´ıa el teorema CPT. Considerando lo anterior, una
motivacio´n para el desarrollo del presente trabajo tesis es pensar que la diferencia experi-
mental observada entre las probabilidades de conversio´n pueda ser una consecuencia de la
violacio´n de CP que se podr´ıa presentar en las oscilaciones de neutrinos. As´ı, ser´ıa posible
explicar esta asime´tria en las probabilidades de conversio´n (las cuales son sensibles a los
para´metros de violacio´n CP) a partir de las entradas imaginarias en la matriz de masa y de
mezcla.
Teniendo en cuenta que el sector de Higgs del MEE so´lamente contiene un doblete escalar
Φ = (φ+, φ0) con el cual no es posible que los neutrinos adquieran masa mediante el me-
canismo de Higgs y tambie´n teniendo en cuenta que las oscilaciones de neutrinos implican
el requerimiento de que los neutrinos sean masivos, resulta necesario extender el sector de
Higgs del MEE mı´nimal (refirie´ndonos en este caso al MEE que contiene un u´nico doblete
escalar complejo en el sector de Higgs), para que mediante el MSS sea posible que los neu-
trinos adquieran una masa muy pequen˜a [17]. La extensio´n mı´nima del MEE que conduce
a tener neutrinos de quiralidad izquierda con masa muy pequen˜a es el modelo de Majo-
rana. En el modelo de Majorana se introduce un lagrangiano de interaccio´n tipo Yukawa
que incluye un singlete de fermiones de Majorana por cada sabor de neutrino (MSS tipo
I)[5, 18], o tambie´n un triplete de fermiones de Majorana por cada sabor de neutrino (MSS
tipo III)[19, 20, 21, 22].
Por otra parte, una extensio´n posible del MEE que incluye dos dobletes escalares es el lla-
mado Modelo con Dos Dobletes de Higgs (M2DH), en el que se introduce un doblete extra
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de Higgs y tres nuevos acoplamientos de Yukawa en los sectores de quark y de leptones, el
cual se caracteriza por la existencia de corrientes neutras que cambian sabor (CNCS) a nivel
de a´rbol. Existen varias clases de M2DH: (i) El M2DH tipo I, en el cual un mismo doblete
de Higgs provee simulta´neamente las masas a los quarks up y down; el M2DH tipo II, en el
que un doblete de Higgs genera las masas de los quarks up y otro doblete de Higgs genera
las masas de los quarks down; (iii) ya que los dos tipos de modelos anteriores hacen uso
de una simetr´ıa discreta para evitar la existencia de procesos con CNCS a nivel a´rbol [23],
se plantea el M2DH tipo III al imponerse que esta simetr´ıa discreta no esta´ presente para
ambos dobletes [24, 25, 26]. Particularmente el M2DH tipo III se ha usado para estudiar
posible f´ısica ma´s alla´ del MEE, en donde es posible que existan procesos con CNCS a nivel
a´rbol [27, 25]. En general, ambos dobletes adquieren un valor esperado en el vac´ıo (VEV),
pero se puede absorber uno de ellos rotando el campo de Higgs adecuadamente. En la li-
teratura se ha estudiado el M2DH tipo III en dos casos diferentes. En el primer caso [28],
los dos dobletes de Higgs adquieren VEV. En el segundo caso [28], un so´lo doblete de Higgs
adquiere VEV. En este segundo caso, el para´metro libre tan β se suprime de la teor´ıa de tal
forma que el ana´lisis resulta ma´s simple. Justamente en este trabajo de tesis se estudiara´n
las oscilaciones de neutrinos en el M2DH tipo III extendido con el modelo de Majorana para
el segundo caso, es decir cuando se considera que so´lamente un doblete de Higgs adquiere
un VEV.
Una extensio´n posible del MEE incluyendo un bidoblete y dos tripletes de escalares es el lla-
mado Modelo con Simetr´ıa Izquierda Derecha (MSID) [29, 30]. En el MSID se puede imponer
una simetr´ıa global de CP sobre la densidad lagrangiana completa del modelo, con el fin de
evitar fases complejas expl´ıcitas en los acoples de Yukawa y generarlas esponta´neamente a
trave´s de los valores esperados en el vac´ıo, que surgen del mecanismo de ruptura esponta´nea
de la simetr´ıa [30, 31, 32]. Como consecuencia, aparecen dos fases de CP esponta´neas α y θ,
las cuales pueden ser ubicadas respectivamente en la matriz de CKM en el sector de quarks
y en la matriz de PMNS en el sector lepto´nico. En la literatura se han estudiado dos casos
de escogencia de fase: I y II [33]. En el caso I, la u´nica fuente de violacio´n de CP es la fase α,
la cual esta´ relacionada con los valores esperados en el vac´ıo del bidoblete escalar [34]. En el
caso II, las fuentes de violacio´n de CP son las fases α y θ, las cuales esta´n relacionadas con
los valores esperados en el vac´ıo del bidoblete escalar y de los tripletes escalares, respectiva-
mente [34]. Por lo anterior se observa que es posible la existencia de violacio´n CP en el sector
de leptones. Precisamente, en este trabajo de tesis tambie´n se estudiara´ las oscilaciones de
neutrinos en el MSID en el caso II (MSID-II).
El principal objetivo de este trabajo de tesis es determinar cual es el efecto que tiene la
fase compleja de violacio´n de CP, presente en la matriz de masa y de mezcla del sector
lepto´nico, sobre las oscilaciones de neutrinos dentro del contexto del M2DH tipo III (M2DH-
III) extendido con el modelo de Majorana y del MSID considerando las dos fases de violacio´n
5de CP (MSID-II). Para esto, inicialmente, se generan v´ıa el mecanismo see-saw las matrices
de masa y mezcla de neutrinos en el sector lepto´nico para los dos modelos y se determina
la presencia de una fase compleja de violacio´n de CP en estas matrices. Posteriormente, se
estudia el papel que tienen estas fases de violacio´n de CP, para los dos modelos considerados,
en las probabilidades de transicio´n que describen las oscilaciones de neutrinos en el vac´ıo.
Como un ejemplo de aplicacio´n de las matrices de masa y mezcla de neutrinos en el sector
lepto´nico obtenidas para los dos modelos, se estima el para´metro de asimetr´ıa CP, el cual
puede ser intere´s en problemas como la generacio´n de la asimetr´ıa bario´nica del Universo v´ıa
leptoge´nesis.
Para el cumplimiento de los objetivos de este trabajo de tesis fue necesario realizar algunos
ca´lculos que hasta donde conocemos no han sido reportados expl´ıcitamente en la literatura
y que permitieron la obtencio´n de los siguientes resultados: Obtencio´n expl´ıcita del lagran-
giano de Yukawa para el M2DH-III; implementacio´n del MSS tipo I en el M2DH tipo I;
implementacio´n del MSS h´ıbrido (tipo I+ tipo III) el M2DH tipo I; obtencio´n expl´ıcita de
las matrices de masa para el sector de quarks y boso´nico en el MSID teniendo en cuenta las
fases de violacio´n CP; obtencio´n de la matriz de masa de neutrinos en el M2DH-III, mediante
una extensio´n del MEE bajo una simetr´ıa S3; obtencio´n de la matriz de mezcla de neutrinos
en el M2DH-III y en el MSID-II mediante una extension del MEE bajo una simetr´ıa S3 y
custodia Z2; obtencio´n del invariante de Jarlskog para amplitudes de probabilidad de tran-
sicio´n de neutrinos en el M2DH-III y MSID-II. Por otra parte se reprodujeron ca´lculos ya
reportados en la literatura, que permitieron la obtencio´n de los siguientes resultados: Ob-
tencio´n de las condiciones de minimizacio´n del potencial para la construccio´n de la matriz
de masa en el M2DH-III; implementacio´n del MSS tipo III para el M2DH-III mediante una
simetr´ıa de custodia tipo Z3; obtencio´n de la matriz de masa y de mezcla en el MSID-II e
implementacio´n del MSS tipo I; estudio de las fases de la violacio´n de CP presentes en las
matrices de masa del sector de quarks y del sector lepto´nico en el MSID-II; obtencio´n de de
los diferentes lagrangianos de Yukawa para el M2DH-III mediante rotaciones de los campos
y las constantes de acoplamiento de Yukawa.
El contenido del presente trabajo de tesis se estructura de la siguiente manera. En el cap´ıtulo
2 se estudia el M2DH-III, se obtiene el lagrangiano de Yukawa de este modelo y se estudian
las condiciones de minimizacio´n del potencial escalar con el fin de obtener las matrices de
masa de los sectores lepto´nico y boso´nico de este modelo. En el cap´ıtulo 3 se estudia el
MSID, se obtiene el lagrangiano de Yukawa de este modelo y se estudian las condiciones de
minimizacio´n del potencial escalar con el fin de obtener las matrices de masa de los sectores
fermio´nico y boso´nico de este modelo, las cuales son sensibles a las dos fases de violacio´n
de CP. En el cap´ıtulo 4, inicialmente se estudia el lagrangiano de Yukawa del MEE con el
fin de mostrar expl´(i)citamente la ausencia de masa para los neutrinos de este modelo, a
continuacio´n se considera la extensio´n mı´nima del MEE, denominada Modelo de Majorana,
que conduce al te´rmino de masa de Dirac-Majorana, posteriormente se implementa el MSS
6 1 Introduccio´n
en el Modelo de Majorana con el fin de ilustrar la generacio´n de masas pequea˜as para
los neutrinos de quiralidad izquierda, luego se implementa el MSS tipo I en el M2DH-III
extendido y en el MSID-II, finalmente se considera el MSS tipo III e h´ıbrido (mezcla tipo
I y tipo III) en el M2DH-III. En el cap´ıtulo 5 se presenta el estudio de las oscilaciones
de neutrinos en el marco de tres sabores para los dos modelos considerados, a partir de la
amplitud de conversio´n dependiente del tiempo y de la matriz de mezcla lepto´nica. En el
cap´ıtulo 6 se presentan algunas conclusiones y buena cantidad de detalles de los ca´lculos
realizados se presenten en los anexos.
2. Modelo con dos dobletes de Higgs
(M2DH)
2.1. Introduccio´n
Los procesos con CNCS a nivel a´rbol esta´n prohibidos en el MEE [35]. Sin embargo, pueden
estar presentes a nivel de un loop como en el caso de b→ sγ [36], K0 → µ+µ− [37], K0− K¯0
[38] y t → cγ [39]. En general, muchas extensiones del MEE permiten la existencia de pro-
cesos con CNCS a nivel a´rbol. Las CNCS se generan a nivel a´rbol en el sector de Yukawa,
agregando un segundo doblete al MEE [40]. Tales acoplamientos tambie´n aparecen en teor´ıas
supersime´tricas (SUSY) sin R paridad [41]. Existen varios mecanismos para evitar los proce-
sos con CNCS a nivel a´rbol. Glashow y Weinberg [23] propusieron una simetr´ıa discreta en
el M2DH, el cual proh´ıbe los acoplamientos que generan tales decaimientos raros; de aqu´ı en
adelante ellos no aparecen a nivel a´rbol. Otra posibilidad esta´ en considerar el cambio de
los campos Higgs, escalar y pseudo-escalar [25] o por cancelacio´n de grandes contribuciones
con signo opuesto. Otro mecanismo fue propuesto por Cheng y Sher argumentando que un
valor natural para los acoplamientos con cambio de sabor, entre diferentes familias, deber´ıa
ser del orden del promedio geome´trico de sus acoplamientos Yukawa [42].
Tomando esta consideracio´n natural y ya que los acoplamientos de Yukawa en el MEE var´ıan
con la masa, es posible que lo mismo ocurra para los acoplamientos con cambio de sabor. En
consecuencia, se espera que los procesos con CNCS que involucran la tercera generacio´n sean
mayores a los que involucran la primera generacio´n [25][43]. Otra pista que sugiere mezclas
entre la segunda y tercera generacio´n en el sector lepto´nico cargado, son las mezclas entre la
segunda y la tercera generacio´n del sector lepto´nico neutro. Estas fueron predichas a partir
de resultados obtenidos en experimentos con neutrinos atmosfe´ricos [45].
El modelo esta´ndar de part´ıculas elementales (MEPE) se basa en el grupo de simetr´ıas gauge
SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y . El grupo SU(3)C se utiliza para describir la interaccio´n fuerte
entre quarks y gluones, a trave´s del intercambio de gluones (que juegan el papel de boso-
nes intermediarios de la interaccio´n fuerte). La teor´ıa de campo gauge invariante bajo el
grupo de simetr´ıa SU(3)C recibe el nombre de Cromodina´mica Cua´ntica (QCD). El grupo
SU(2)L ⊗ U(1)Y describe la interaccio´n electrode´bil mediante el intercambio de los bosones
intermediarios A0, Z0 y W±. Mediante la ruptura esponta´nea de simetr´ıa (RES) electrode´bil
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SU(2)L⊗U(1)Y → U(1)Q, se obtiene el grupo U(1)Q de la electrodina´mica cua´ntica (QED),
el cual se utiliza para describir la interaccio´n electromagne´tica, donde la part´ıcula porta-
dora de la interaccio´n es el foto´n (γ). La teor´ıa de campo gauge invariante bajo el grupo
de simetr´ıa electrode´bil SU(2)L ⊗ U(1)Y y que presenta ruptura esponta´nea de la simetr´ıa
electrode´bil recibe el nombre de Modelo Esta´ndar Electrode´bil (MEE).
Aunque el MEE proporciona una descripcio´n muy buena de los feno´menos observados en los
experimentos de f´ısica de part´ıculas elementales, todav´ıa es una teor´ıa incompleta. Algunos
de los problemas del MEE se relacionan con el ajuste de los ∼ 20 para´metros libres que
existen en este modelo, con el desconocimiento que se tiene au´n sobre algunos aspectos del
mecanismo que genera las masas de las part´ıculas elementales y de los bosones electrode´biles
y con la imposibilidad de predecir el espectro de masas de los fermiones y las mezclas entre
ellos. Para solucionar estos problemas teo´ricos se ha propuesto la existencia de una part´ıcula
de naturaleza escalar, llamada boso´n de Higgs, cuya existencia se espera sea confirmada
experimentalmente. El campo del boso´n de Higgs se supone que interactu´a con los otros
campos de materia y de radiacio´n, de tal modo que las masas de part´ıculas elementales y de
los bosones intermediarios son generadas de manera adecuada. Tanto el origen del boso´n de
Higgs, su masa y el mecanismo con el cual se dota de masa a las part´ıculas del MEE sigue
siendo un tema de intere´s teo´rico y experimental en la actualidad.
Dado que no se tiene una informacio´n experimental confirmada del sector de Higgs del MEE
es posible considerar extensiones ma´s alla´ del MEE. La extensiones ma´s simple del MEE es
el llamado Modelo con Dos Dobletes de Higgs (M2DH), que consiste en adicionar un nuevo
doblete escalar al sector de Higgs del MEE teniendo los mismos nu´meros cua´nticos, el cual
contiene un segundo campo f´ısico neutro y cargado [46]. En este cap´ıtulo, se estudia el M2DH
[47] y las implicaciones de este modelo son revisadas. Tambie´n se consideran los principales
aspectos relacionados con las nuevas fuentes de violacio´n de CP presentes en este modelo y
las simetr´ıas de custodia CP y Z2 son consideradas.
2.2. Motivacio´n
El sector Higgs del MEE es mı´nimo en el sentido de que solamente existe un u´nico doblete en
el sector escalar que que permite generar los te´rminos de masa de los bosones electrode´biles
y de los fermiones de forma satisfactoria. Sin embargo, posibilidades ma´s complejas que
incluyan extensiones del sector escalar pueden ser consideradas a priori. Las motivaciones
para considerar sectores de Higgs extendidos son muy variadas, pero en general se dividen en
dos categor´ıas no excluyentes. La primera relacionada con la existencia de simetr´ıas gauge
mas grandes que la del MEPE, lo cual implica la existencia de escalas de energ´ıa mayores,
tales como las escalas de supersimetr´ıa o de gran unificacio´n. La segunda motivada por
argumentos fenomenolo´gicos, tales como la posibilidad de nuevas fuentes de violacio´n de CP
necesarias para poder explicar la generacio´n de la asimter´ıa bario´nica maximal del Universo.
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El hecho de que hasta el momento no se haya observado experimentalmente una desviacio´n
significativa del MEE sugiere que los efectos de la nueva f´ısica deben estar en los alrededores
de la escala de RES electrode´bil, con el fin de que se preserve la estructura del MEE. Esto
hace que el M2DH sea uno de los modelos mas populares de la f´ısica ma´s alla´ del MEE.
2.3. Generalidades del M2DH
En el MEE mı´nimal existen varias restricciones al sector de Higgs, tales como:
1. Los procesos con CNCS esta´n completamente suprimidos, limitando fuertemente la
naturaleza de los acoplamientos entre el boso´n de Higgs y los quarks en el lagrangiano
de Yukawa, con lo cual los valores permitidos para la masa del boso´n de Higgs esta´n
restringidos.
2. El nu´mero de bosones de Goldstone de la teor´ıa debe ser igual a tres, lo cual quiere
decir que existe un generador no roto y tres generadores rotos. Si el nu´mero de bosones
de Goldstone fuera menor, alguno de los bosones electrode´biles Zo y W± se quedar´ıa
sin masa, contradiciendo los experimentos. Por el contrario, si el nu´mero de bosones
de Golstone fuera mayor entonces el foto´n ser´ıa dotado de masa y esto implicar´ıa una
ligadura muy fuerte para tal masa (Mγ < 3× 10−33 MeV).
Independientemente del modelo que se escoja, en general, es deseable que se cumplan las
anteriores restricciones hasta donde sea posible (al menos a nivel a´rbol), independientemente
del valor de los para´metros libres de la teor´ıa. Otros criterios para la eleccio´n de extensiones
del MEE son la simplicidad: se toman las extensiones mı´nimales que sean compatibles con
las restricciones, por ejemplo, en un modelo con un doblete y un singlete, con un doblete y
un triplete o en e´ste caso con dos dobletes.
Para el caso del M2DH, los dos dobletes de Higgs son denotados como
Φk =
(
φ+k
φok
)
=
(
φ+k
1√
2
(hok + vk + iη
o
k)
)
, (2-1)
donde k = 1, 2, representa los dos dobletes complejos del grupo SU(2)L. En analog´ıa al
MEE, con el fin de inducir la RES electrode´bil SU(2)L ⊗ U(1)Y → U(1)Q planteamos el
lagrangiano de Higgs del M2DH de la forma
LΦ = (DµΦ1)† (DµΦ1) + (DµΦ2)† (DµΦ2)− V (Φ1,Φ2). (2-2)
2.3.1. Potencial de Higgs en el M2DH
A diferencia del MEE, el potencial de Higgs no es u´nico y cada potencial lleva a reglas de
Feynman distintas. Se define una base de operadores hermı´ticos invariantes de gauge como
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[28]
Aˆ = Φ†1Φ1
Bˆ = Φ†2Φ2
Cˆ =
1
2
(
Φ†1Φ2 + Φ
†
2Φ1
)
Dˆ = − i
2
(
Φ†1Φ2 − Φ†2Φ1
)
, (2-3)
y escribimos todas las posibles interacciones bilineales y cua´rticas compatibles con invariancia
de gauge, con lo cual el potencial de Higgs ma´s general se escribe de la siguiente manera
V = −µ21Aˆ− µ22Bˆ − µ23Cˆ − µ24Dˆ + λ1Aˆ2 + λ2Bˆ2 + λ3Cˆ2
+ λ4Dˆ
2 + λ5AˆBˆ + λ6AˆCˆ + λ7BˆCˆ + λ8AˆDˆ + λ9BˆDˆ + λ10CˆDˆ, (2-4)
donde es posible identificar cuatro nuevos bosones de Higgs. Debido que este potencial con-
tiene catorce para´metros libres, resulta mucho ma´s complicado deducir las consecuencias de
este potencial respecto al caso del potencial del MEE que contiene so´lamente dos para´metros
libres µ y λ. Sin embargo, teniendo en cuenta posibles simetr´ıas existentes en el modelo, es
posible reducir el nu´mero de para´metros libres presentes en el potencial. Definiendo los VEV
para los dos dobletes de Higgs de la siguiente manera
〈Φ1〉0 = 1√2
(
0
v1
)
, 〈Φ2〉0 = 1√2
(
0
v2e
iα
)
, (2-5)
se obtienen las correspondientes condiciones de minimizacio´n a partir de (ver anexo A)
Ti =
∂V
∂φi
∣∣∣∣
〈φi〉
= 0, (2-6)
donde φi son las ocho componentes reales de cada doblete de Higgs. Las anteriores condiciones
de minimizacio´n se expresan a trave´s de tres ecuaciones independientes que relacionan los
valores m21,m
2
2 y m
2
4, los otros para´metros del potencial y los dos VEV expresados en te´rminos
de los para´metros ν1,ν2 y α
m21
ν2
= λ1c
2
β +
(λ3 + λ5)
2
s2β
+
tβ
2cθ
[
λ6c
2
β
(
1 +
c2θ
2
)
+
λ7
2
c2βs2θ +
λ8
2
s2β + λ10s2βsθ −
m23
v2
]
, (2-7)
m21
ν2
= λ2s
2
β +
(λ3 + λ5)
2
c2β
+
1
2tβcθ
[
λ8s
2
β
(
1 +
c2θ
2
)
+
λ9
2
s2βs2θ +
λ6
2
c2β + λ10c2βsθ −
m23
v2
]
, (2-8)
m21
ν2
=
1
2
[
(λ4 − λ3)sθs2β +
(
2m23
v2
− λ6s2β − λ8c2β
)
tθ
λ7c
2
β + λ9s
2
β +
λ10
2
c2θs2β
cθ
]
, (2-9)
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siendo tan β = ν2/nu1 y donde sγ, cγ y tγ representan de forma abreviada a las funciones
sin γ, cos γ y tan γ, respectivamente.
Ahora, si se asume que el potencial de Higgs es invariante bajo conjugacio´n de carga, el
nu´mero de para´metros se reduce a diez1 con lo cual
V = −µ21Aˆ− µ22Bˆ − µ23Cˆ + λ1Aˆ2 + λ2Bˆ2 + λ3Cˆ2 + λ4Dˆ2 + λ5AˆBˆ + λ6AˆCˆ + λ7BˆCˆ, (2-10)
Existen otros criterios que permiten analizar el resto de los para´metros libres del modelo,
con λ5 no nulo y real, puede aparecer violacio´n de CP de valores no nulos de uno o ma´s
de los para´metros µ23, λ6 y λ7. Si estos tres son reales, la violacio´n de CP puede ocurrir
esponta´neamente [48] cuando λ > 0, debido a la fase relativa entre los valores esperados en
el va´cio. Si uno de los para´metros µ23, λ6 o λ7, es complejo, hay violacio´n expl´ıcita de CP
en el lagrangiano. Si queremos evitar la violacio´n esponta´nea de CP, hay dos maneras de
imponer que el mı´nimo del potencial sea invariante CP [50]. La primera de ellas es exigir
invariancia bajo una simetr´ıa Z2 donde Φ1 → Φ1 y Φ2 → −Φ2, de tal forma que el potencial
resultante es
V ′A = −µ21Aˆ− µ22Bˆ + λ1Aˆ2 + λ2Bˆ2 + λ3Cˆ2 + λ4Dˆ2 + λ5AˆBˆ, (2-11)
Si permitimos un te´rmino de rompimiento suave, ocurre violacio´n de CP [49]
VA = V
′
A − µ23Cˆ. (2-12)
El otro potencial sin violacio´n esponta´nea de CP, resulta de imponer la simetr´ıa global
Φ2 → eiαΦ2
V ′B = −µ21Aˆ− µ22Bˆ + λ1Aˆ2 + λ2Bˆ2 + λ3
(
Cˆ2 + Dˆ2
)
+ λ5AˆBˆ. (2-13)
Adicional a lo anterior es usual permitir un te´rmino de rompimiento suave en este lagrangiano
VB = V
′
B − µ23Cˆ, (2-14)
lo que implica que ninguno de los dos potenciales V ′A ni V
′
B presentan violacio´n esponta´nea
de CP. Ambos potenciales contienen siete para´metros libres, pero conducen diferente feno-
menolog´ıa.
El potencial de Higgs ma´s general que sea renormalizable e invariante ante SU(2)L⊗U(1)Y y
que adema´s obedezca la simetr´ıa discreta Φ1 → −Φ1, Φ2 → Φ2, con el fin de que los procesos
1La invariancia bajo conjugacio´n de carga es equivalente a invariancia CP ya que todos los campos son
escalares.
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con CNCS este´n bastante suprimidos, esta´ dado por [51]
V (Φ1,Φ2) = λ1
(
Φ†1Φ1 − v21
)2
+ λ2
(
Φ†2Φ2 − v22
)2
+λ3
[(
Φ†1Φ1 − v21
)
+
(
Φ†2Φ2 − v22
)]2
+λ4
[(
Φ†1Φ1
)(
Φ†2Φ2
)
+
(
Φ†1Φ2
)(
Φ†2Φ1
)]
+λ5
[
Re
(
Φ†1Φ2
)
− v1v2 cosα
]2
+λ6
[
Im
(
Φ†1Φ2
)
− v1v2 sinα
]2
, (2-15)
donde los λi son todos para´metros reales (por hermiticidad). El potencial anterior garantiza
el patro´n correcto de RES electrode´bil sobre un amplio rango de para´metros, es decir si todas
las λi son no negativas entonces el mı´nimo del potencial es
〈Φ1〉0 = 1√2
(
0
v1
)
, 〈Φ2〉0 = 1√2
(
0
v2e
iα
)
, (2-16)
el cual rompe la simetr´ıa segu´n el esquema SU(2)L ⊗ U(1)Y → U(1)Q, como se desea. De
hecho, el rango permitido de las λi, que conduce a este mı´nimo y que es un poco grande,
corresponde a la regio´n del espacio de los para´metros que conducen a masas al cuadrado
positivas para los bosones de Higgs f´ısicos, donde se cumple que V (0, 0) > 0. Si sin ζ 6= 0
entonces hay violacio´n CP en el sector de Higgs. Se puede observar, sin embargo, que si
λ5 = λ6 entonces los dos u´ltimos te´rminos de la ecuacio´n (2-15) pueden combinarse en un
te´rmino proporcional a
∣∣∣Φ†1Φ2 − v1v2eiα∣∣∣2 y la fase α puede ser eliminada por medio de la
redefinicio´n de uno de los campos, sin afectar otros te´rminos en el potencial. Ya que queremos
originar las fases de violacio´n CP esponta´neamente, entonces se tomara α = 0.
2.4. Sector cine´tico en el M2DH
El lagrangiano del sector cine´tico describe las interacciones de los bosones de gauge entre
s´ı y las interacciones entre los bosones gauge y los bosones de Higgs. Este lagrangiano esta
dado por
Lcin = (DµΦ1)† (DµΦ1) + (DµΦ2)† (DµΦ2) (2-17)
A diferencia del potencial, el lagrangiano del sector cine´tico es u´nico. Es importante mencio-
nar que no todas las interacciones entre bosones de Higgs y bosones vectoriales son posibles
en este modelo, como se puede ver en la expansio´n del lagrangiano del sector cine´tico dada
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por
Lcin = i g
cW
(
1
2
− s2w
)
Zµ(G
+∂µG
− +H+∂µH−) + ieAµ(G+∂µG− +H+∂µH−)
−ig
2
W µ−
[
cos (β − α) (H0∂µG+ −G+∂µH0 + h0∂µH+ −H+∂µh0)]
+ sin (β − α) (h0∂µG+ −G+∂µh0 +H0∂µH+ −H+∂µH0)
−g
2
W µ−
(
G0∂µG
+ −G+∂µG0 + A0∂µH+ −H+∂µA0
)
+e
g
2
AµW
µ+
[
(v1 cos β + v2 sin β)G
− + (v2 cos β + v1 sin β)H−
]
−g
2s2W
2cW
ZµW
µ+
[
(v1 cos β + v2 sin β)G
− + (v2 cos β + v1 sin β)H−
]
+
ge
2
AµW
µ+
[
cos(β − α) (G−H0 +H−h0)+ sin(β − α) (G−h0 −H−H0)]
+
ige
2
AµW
µ+
(
G−G0 +H−A0
)− ig2s2W
2cW
ZµW
µ+
(
G−G0 +H−A0
)
−g
2s2W
2cW
ZµW
µ+
[
cos(β − α) (G−H0 +H−h0)+ sin(β − α) (G−h0 −H−H0)]
+i
g
2
W µ+
[
(v1 cos β + v2 sin β)∂µG
− + (v2 cos β − v1 sin β)∂µH−
]
+ h.c
+∂µG
−∂µG+ + ∂µH−∂µH+ +
1
2
(
∂µH
0
)2
+
1
2
(
∂µh
0
)2
+
1
2
(
∂µG
0
)2
+
1
2
(
∂µA
0
)2
+
g2
4
(
v21 + v
2
2
)
W+µ W
µ− +
g2
8c2W
(
v21 + v
2
2
)
Z2µ
− g
2cW
Zµ
[
cos(β − α) (H0∂µG0 −G0∂µH0 + h0∂µA0 − A0∂µh0)
sin(β − α) (h0∂µG0 −G0∂µh0 +H0∂µA0 + A0∂µH0)]
+
g2
4c2W
ZµZµ
[
(v1 cosα + v2 sinα)H
0 + (v2 cosα− v1 sinα)h0
]
+
g2
2
W+µ W
µ+
[
(v1 cosα + v2 sinα)H
0 + (v2 cosα− v1 sinα)h0
]
+e2AµA
µ
(
G+G− +H+H−
)
+
2eg
cW
(
1
2
− s2W
)
AµZ
µ
(
G+G− +H+H−
)
+
g2
2
W+µ W
µ− (G+G− +H+H−)+ g2
4
W+µ W
µ− (H02 + h02 +G02 + A02)
− g
2cW
∂µZ
µ
[
(v1 cos β + v2 sin β)G
0 + (v2 cos β − v1 sin β)A0
]
+
g2
c2W
(
1
2
− s2W
)2
ZµZ
µ
(
G+G− +H+H−
)
+
g2
8c2W
Z2µ
(
H02 + h02
)
+
g2
8c2W
Z2µ
(
G02 + A02
)
.
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Por ejemplo, las interacciones A0W+W− y A0Z0Z0 no se puede dar en este caso. Para
entender un poco el origen de estas interacciones faltantes, recordemos que en el MEE las
simetr´ıas discretas C y P se conservan separadamente en ausencia de fermiones. Dependiendo
de la manera como se dota de masa a las part´ıculas, existen tres tipos de M2DH: En el modelo
tipo I, u´nicamente un doblete de Higgs dota de masa al sector up y down, simulta´neamente;
en el modelo tipo II un doblete dota de masa a los quarks up y el otro a los quarks down;
en el tipo III ambos dobletes se acoplan a los quarks up y down simulta´neamente, dotando
de masa a las part´ıculas.
2.5. Lagrangiano de Yukawa del M2DH
El lagrangiano de Yukawa del M2DH tiene la forma
−LY = L0LiηEijΦ1E0Rj +Q0LiηUijΦ˜1U0Rj +Q0LiηDijΦ1D0Rj (2-18)
+L0Liξ
E
ijΦ2E
0
Rj +Q
0
Liξ
U
ij Φ˜2U
0
Rj +Q
0
Liξ
D
ijΦ2D
0
Rj + h.c.,
donde Φk son los dos dobletes de Higgs. A cada doblete se le asocian tres matrices com-
plejas adimensionales 3× 3 no-diagonales ηEij , ηUij , ηDij y ξEij , ξUij , ηDij , las cuales corresponden a
las constantes de acoplamiento de Yukawa entre el campo fermio´nico y los dos campos de
Higgs. El super´ındice 0 indica que los campos fermio´nicos no son, todav´ıa, auto estados de
masa y el subrayado que se han hecho rotar las constantes de Yukawa y los dobletes de Higgs.
Los fermiones se representan mediante espinores de Dirac, de tal manera que cualquier espi-
nor Ψ puede ser descompuesto como: Ψ = ΨL + ΨR, donde ΨL = PLΨ y ΨR = PRΨ definen
las componentes quirales izquierda y derecha de Ψ, respectivamente. Estas componentes se
han definido mediante los proyectores de quiralidad PL = (1− γ5)/2 y PR = (1 + γ5)/2. Ya
que experimentalmente se ha evidenciado la existencia de tres generaciones en el MEE, sin
que este nu´mero este fijado a algu´n principio de simetr´ıa, tenemos que los leptones neutros
y cargados son νi ≡ (νe, νµ, ντ ) y ei ≡ (e, µ, τ); los quarks tipo up y down son ui ≡ (u, c, t)
y di ≡ (d, s, b), donde i = 1, 2, 3 es el ı´ndice de generacio´n. La quiralidad izquierda de los
leptones se representa por medio de un doblete LLi =
(
νi
ei
)
L
y la quiralidad derecha por
medio de un singlete ERi = eiR. Debido a que en el MEE la masa de los neutrinos es igual
a cero, entonces no existen componentes de quiralidad derecha para ellos. Mas adelante se
implementara´ el MSS para considerar te´rminos de mano derecha para los neutrinos.
En forma ana´loga, para los quarks la quiralidad izquierda se representa por medio de un
doblete QLi =
(
ui
di
)
L
y la quiralidad derecha por medio de dos singletes URi = uiR y
DRi = diR, donde el sub´ındice i, que toma valores i = 1, 2, 3..., ng, es el ı´ndice de la genera-
cio´n. Po ejemplo, para el MEE se tiene que ng = 3 y el super´ındice 0 indica que los campos
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no son, todav´ıa, auto estados de masa sino estados de sabor.
En nuestro caso consideramos dos dobletes de Higgs denotados como
Φ1 =
(
φ+1
φo1
)
=
(
φ+1
1√
2
(ho1 + v1 + iη
o
1)
)
, (2-19)
Φ2 =
(
φ+2
φo2
)
=
(
φ+2
1√
2
(ho2 + v2 + iη
o
2)
)
, (2-20)
donde
Φ˜1 =
(
φ01
−φ−1
)
, Φ˜2 =
(
φ02
−φ−2
)
. (2-21)
En el M2DH-III, el VEV para cada uno de los dos dobletes se toma como
〈Φ1〉0 =
(
0
v1/
√
2
)
, 〈Φ2〉0 =
(
0
v2e
iθ/
√
2
)
, (2-22)
y debido a que no estamos interesados en procesos de violacio´n CP explicita, sino esponta´nea,
entonces se toma la fase compleja de v2 igual a cero. Tenemos las siguientes mezclas obtenidas
de la construccio´n del potencial(
G±W
H±
)
=
(
cos β sin β
− sin β cos β
)(
φ±1
φ±2
)
, (2-23)(
Goz
Ao
)
=
(
cos β sin β
− sin β cos β
)(
η1
η2
)
, (2-24)(
Ho
ho
)
=
(
cosα sinα
− sinα cosα
)(
h1
h2
)
. (2-25)
Las rotaciones inversas de (2-23), (2-24) y (2-25) son(
φ±1
φ±2
)
=
(
cos β − sin β
sin β cos β
)(
G±w
H±
)
,(
η1
η2
)
=
(
cos β − sin β
sin β cos β
)(
Goz
Ao
)
,(
h1
h2
)
=
(
cosα − sinα
sinα cosα
)(
Ho
ho
)
,
donde α y β son a´ngulos de mezcla, Gz(w) son los bosones de Goldstone neutros y cargados
para Z(W ), respectivamente, A0 es el boso´n de Higgs neutro impar-CP y H± son los bosones
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de Higgs f´ısicos cargados. Realizando los productos
φ±1 = G
±
w cos β −H± sin β, (2-26)
φ±2 = G
±
w sin β +H
± cos β, (2-27)
η1 = G
0
Z cos β − A0 sin β, (2-28)
η2 = G
0
Z cos β + A
0 cos β, (2-29)
h1 = H
0 cosα− h0 sinα, (2-30)
h2 = H
0 cosα + h0 cosα, (2-31)
y puesto que
φo1 =
1√
2
(ho1 + v1 + iη
o
1) , (2-32)
φo2 =
1√
2
(ho2 + v2 + iη
o
2) , (2-33)
entonces
φ01 =
1√
2
[
H0 cosα− hO sinα + v1 + iGoz cos β − iA0 sin β
]
, (2-34)
φ02 =
1√
2
[
H0 sinα + h0 cosα + v2 + iG
0
z sin β + iA
0 cos β
]
. (2-35)
Sustituyendo los te´rminos correspondientes en el lagrangiano (2-18), obtenemos
−LY =
(
ν0iL e
0
iL
)
ηEij
(
φ+1
φo1
)
e0jR +
(
ν0iL e
0
iL
)
ξEij
(
φ+2
φo2
)
e0jR
+
(
u0iL d
0
iL
)
ηUij
(
φ01
−φ−1
)
u0jR +
(
u0iL d
0
iL
)
ξUij
(
φ02
−φ−2
)
u0jR
+
(
u0iL d
0
iL
)
ηDij
(
φ+1
φo1
)
d0jR +
(
u0iL d
0
iL
)
ξDij
(
φ+2
φo2
)
d0jR + h.c.
Realizando algunos productos, definiendo unas nuevas matrices y convirtiendo los campos del
lagrangiano de Yukawa en estados propios de masa con ayuda de transformaciones unitarias
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que diagonalizan la matriz de masa, obtenemos (ver anexo B)
−LY = g√
2MW
(
NLM
diag
E PRE − URMdiagU V PLD + ULVMdiagD PRD
)
G+w
+
g cot β√
2MW
(
NLM
diag
E PRE − URMdiagU V PLD + ULVMdiagD PRD
)
H+
− 1
sin β
(
NLηEPREH
+ − URηUV PLD + ULV ηDPRD
)
H+ + h.c
+ +ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
+ +
ig
2MW
(
EMdiagE γ
5E − UMdiagU γ5U +DMdiagD γ5D
)
G0z
+
ig cot β
2MW
(
EMdiagE γ
5E − UMdiagU γ5U +DMdiagD γ5D
)
A0
− i√
2 sin β
(
EηdiagE γ
5E − UηdiagU γ5U +DηdiagD γ5D
)
A0
+
g
2MW sin β
(
EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
)
(H0 sinα + h0 cosα)
− g√
2 sin β
(
EηEE − UηUU +DηDD
) [
H0 sin (α− β) + h0 cos (α− β)] ,
Reescribiendo el lagrangiano en te´rminos de los quarks tipo up y down, de los leptones y de
los para´metros α y β, tenemos
−LUY (α, β) = −
g√
2Mw
UMdiagU V PLDG
+
w
− g cot β√
2Mw
UMdiagU V PLDH
+ +
1
sin β
UξU1 V PLDH
+ + h.c.
+UMdiagU U − i
g
2Mw
Uγ5MdiagU UG
o
z
−ig cot β
2Mw
Uγ5MdiagU UA
o + i
1√
2 sin β
Uγ5ξU1 UA
o
+
g
2Mw sin β
UMdiagU U [H
o sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
UξU1 U [H
o sin (α− β) + ho cos (α− β)] , (2-36)
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−LEY (α, β) =
g√
2Mw
NMdiagE PREG
+
w
+
g cot β√
2Mw
NMdiagE PREH
+ − 1
sin β
NξE1 PREH
+ + h.c.
+EMdiagE E + i
g
2Mw
EMdiagE γ
5EGoz
+i
g cot β
2Mw
EMdiagE γ
5EAo − i 1√
2 sin β
EξE1 γ
5EAo
+
g
2Mw sin β
EMdiagE E [H
o sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
EξEE [Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)] , (2-37)
−LDY (α, β) =
g√
2Mw
UVMdiagD PRDG
+
w
+
g cot β√
2Mw
UVMdiagD PRDH
+ − 1
sin β
UV ξD1 PRDH
+ + h.c.
+DMdiagD D + i
g
2Mw
DMdiagD γ
5DGoz
+i
g cot β
2Mw
DMdiagD γ
5DAo − i 1√
2 sin β
DξD1 γ
5DAo
+
g
2Mw sin β
DMdiagD D [H
o sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
DξD1 D [H
o sin (α− β) + ho cos (α− β)] . (2-38)
A partir del lagrangiano del Yukawa del M2DH-III podemos hacer diferentes reparametri-
zaciones para obtener el MEE y los modelos tipo I y II con cambio de sabor a nivel a´rbol,
denotados como LIcsY , LIIcsY , respectivamente. Igualmente, podemos obtener los modelos sin
cambio de sabor LIY y LIIY . Con el fin de eliminar los te´rminos de cambio de sabor hacemos
uso de una simetr´ıa discreta: Φ1 → Φ1 y Φ2 → −Φ2. El lagrangiano de Yukawa para este
caso es (ver anexo C)
−LIIIcsY =
g√
2Mw
(
NMdiagE PRE − UMdiagU V PLD + UVMdiagD PRD
)
G+w
+
(
NηEPRE − UηUV PLD + UV ηDPRD
)
H+ + h.c.
+EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
+i
g
2Mw
(
EMdiagE γ
5E−Uγ5MdiagU U +DMdiagD γ5D
)
Goz
+i
1√
2
(
EξE2 γ
5E − Uγ5ξU2 U +DξD2 γ5D
)
Ao
+
g
2Mw
(
EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
)
(Ho cosα− ho sinα)
+
1√
2
(
EηEE + UηUU +DηDD
)
(Ho sinα + ho cosα) . (2-39)
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2.6. Conclusiones
En el M2DH, que corresponde a una simple extensio´n del MEE, se introduce un doblete
extra de Higgs y tres nuevos acoplamientos de Yukawa en los sectores quark y lepto´nico. Por
conteo de grados de libertad despue´s de la RES el espectro de part´ıculas del sector de Higgs
se extiende, permitiendo la aparicio´n de cinco nuevos bosones de Higgs reales, tres bosones
escalares neutros A0, h0, H0 y dos bosones escalares cargados H± [47]. Dependiendo de la
manera como se dote de masa a los fermiones, el M2DH se clasifica como de tipo I, tipo II y
tipo III. En el M2DH tipo I, un doblete de Higgs proporciona masa a los quarks tipo up y
tipo down simulta´neamente. En el M2DH tipo II un doblete dota de masa a los quarks up
y el otro a los quarks down. Para evitar la existencia de CNCS a nivel a´rbol se introduce
en estos modelos una simetr´ıa discreta. No obstante, si no se tiene en cuenta esta simetr´ıa,
ambos dobletes pueden generar las masas para los quarks up y down simulta´neamente. A
este modelo se le conoce como M2DH Tipo III (M2DH-III). Los te´rminos de masa para los
sectores tipo up o tipo down dependen de dos matrices o acoplamientos de Yukawa.
3. Modelo sime´trico izquierda-derecha
(MSID)
3.1. Introduccio´n
Como se mostrara´ en el siguiente cap´ıtulo, para generar la masa de los neutrinos del MEE
es necesario realizar una extensio´n poco natural de MEE, a trave´s de la llamada exten-
sio´n de Majorana, de tal forma que mediante la implementacio´n del MSS es posible que
los neutrinos de quiralidad izquierda adquieran masas pequen˜as. Justamente esta es una de
las razones que motivan el planteamiento del Modelo Sime´trico Izquierda-Derecha (MSID),
el cual presenta un lagrangiano de Yukawa totalmente real, evitando as´ı fases complejas
expl´ıcitas, y un sector de bosones escalares con interesantes e importantes propiedades, en-
tre ellas la presencia de dos fases complejas esponta´neas con origen en la RES y una amplia
variedad de bosones escalares neutros, cargados, doblemente cargados, y la posibilidad de
explicar el origen de las masas pequen˜as de los neutrinos de quiralidad izquierda mediante
la implementacio´n natural del MSS. De igual manera, el modelo permite explicar tambie´n
de forma natural no solo el origen de la violacio´n de CP sino tambie´n el origen de la vio-
lacio´n de paridad (P), y permite dar un significado f´sico al nu´mero cua´ntico de hipercarga
(Y ), identifica´ndolo con la diferencia entre nu´mero bario´nico y nu´mero lepto´nico (B−L) [52].
El MSID que contiene al modelo con dos dobletes de Higgs, fue desarrollado buscando un
origen natural para la violacio´n de la paridad [53]. Introduciendo un nuevo grupo de simetr´ıa
SU(2)R, se puede tener una nueva interaccio´n de´bil con la misma constante de acoplamiento
de la interaccio´n de´bil del MEE, pero actuando solo sobre las part´ıculas de quiralidad dere-
cha. El modelo introduce tres nuevos bosones gauge, asociados con la simetr´ıa SU(2)R. Las
restricciones experimentales sobre las masas de los tres nuevos bosones gauge (WR,WR, ZR)
establecen que sus masas deben ser mayores de 715 GeV, para los bosones cargados, y de 630
GeV, para el boso´n neutro [54]. Si u´nicamente se tiene un bidoblete de bosones escalares,
con el fin de implementar el mecanismo de Higgs en este tipo de modelos con part´ıculas de
quiralidad izquierda y derecha organizadas en dobletes, se obtienen las mismas masas para
los bosones de´biles izquierdos y derechos del modelo con igual carga ele´ctrica. La forma usual
de evitar este problema es introduciendo nuevos bosones de Higgs en el modelo.
El me´todo mas popular de hacer esto en el MSID es a trave´s de dos tripletes de Higgs,
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cada uno actuando sobre un tipo de part´ıculas dependiendo de su quiralidad. Con estos dos
tripletes se puede explicar el valor tan pequen˜o para las masas de los neutrinos de quiralidad
izquierad mediante el MSS, mientras se dan valores de masas muy pesadas a los neutrinos
derechos [52]. Sin embargo, no todo es perfecto en el MSID. Debido a la presencia de un bido-
blete de campos de Higgs, aparecen CNCS en el modelo, involucrando los bosones escalares
neutros [55, 56, 57]. Las restricciones experimentales establecen que si existen CNCS, deben
estar lo suficientemente suprimidas de tal manera que los experimentos no sean sensitivos a
ellas [58]. El MEE no presenta CNCS porque so´lo tiene un doblete de campos de Higgs. Una
posible forma de evitar la existencia de CNCS en el MSID, sin hacer ningu´n ajuste fino sobre
las constantes de acoplamiento, es tener masas realmente pesadas para los bosones escalares
que median los CNCS [55, 59, 57]. Sin embargo esto no es posible y depende de los valores
de los para´metros del potencial escalar as´ı como de los valores que toman las fases de CP.
En este cap´ıtulo estudiaremos el sector de Higgs del MSID con violacio´n de CP expl´ıcita
en el potencial de Higgs, analizando si los mı´nimos existentes del potencial de Higgs son
consistentes con los actuales l´ımites experimentales.
3.2. Motivacio´n
Existen varias razones por las cuales el MSID es interesante de estudiar. La primera de ellas
es la que se refiere a la violacio´n de la paridad que resulta de una RES. La segunda es
la incorporacio´n de la simetr´ıa quark-lepto´n de las interacciones de´biles, de tal forma que
ahora el generador del grupo U(1) esta´ relacionado con los nu´meros cua´nticos B − L. La
tercera es posible dar una explicacio´n natural de la pequen˜ez de las masas de los neutrinos
de quiralidad izquierda. Si embargo, la no observacio´n de CNCS y a la pequen˜ez de la masa
de los neutrinos de quiralidad izquierda, imponen limitaciones estrictas sobre el potencial de
Higgs de este modelo.
3.3. Generalidades del MSID
El MSID esta´ basado en el grupo de simetr´ıa SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ SU(2)R ⊗ U(1)B−L ⊗ P ,
donde la simetr´ıa discreta P conduce a la misma constante de acoplamiento g para los
grupos SU(2)L y SU(2)R. Debido a que la simetr´ıa CP discreta asegura que no hay violacio´n
explicita de CP , se hace necesario buscar un mecanismo para generarla de manera esponta´nea
[55]. De acuerdo a la simetr´ıa izquierda-derecha, es posible asignar a los leptones y a los
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quarks dobletes de mano izquierda y derecha con los siguientes nu´meros cua´nticos:
QiL =
(
uiL
diL
)
≡
(
1
2
, 0,
1
3
)
, QiR=
(
uiR
diR
)
≡
(
0,
1
2
,
1
3
)
, (3-1)
ΨiL =
(
νiL
eiL
)
≡
(
1
2
, 0,−1
)
, ΨiR=
(
νiR
eiR
)
≡
(
0,
1
2
,−1
)
, (3-2)
donde el generador U(1) corresponde a los nu´meros cua´nticos B − L del multiplete y el
sub´ındice i = 1, 2, 3 es el numero de la generacio´n. De esta forma la densidad lagrangiana se
puede escribir de la forma
L =gL
[
QLγµ
τ
2
QL + ψLγµ
τ
2
ψL
]
.W µL + gR
[
QRγµ
τ
2
QR + ψRγµ
τ
2
ψR
]
.W µR
+g′
[
1
6
QLγµ
τ
2
QL +
1
6
QRγµ
τ
2
QR − 1
6
ψRγµ
τ
2
ψR − 1
6
ψLγµ
τ
2
ψL
]
. (3-3)
Asumiendo que el lagrangiano original es sime´trico ante una transformacio´n de CP, esta
violacio´n se logra espona´neamente al no ser el va´cio sime´trico ante dicha transformacio´n,
con lo cual
QL ←→ QR,
ΨL ←→ ΨR,
WL ←→ WR. (3-4)
y por lo tanto gL = gR = g. La derivada covariante que sale de reemplazar el momento
normal por el momento cano´nico
Dµ = ∂µ − ig′B − L
2
Bµ − ig τ
i
2
(
W iµL +W
i
µR
)− igsλα
2
G
α
µ, (3-5)
contiene las interacciones descritas a trave´s de los campos de gauge Bµ, W
i
µL(i = 1, 2, 3),
W iµR(i = 1, 2, 3) y G
α
µ(α = 1, . . . , 8) los cuales corresponden respectivamente a los grupos de
simetr´ıa U(1)B−L, SU(2)L, SU(2)R y SU(3)C . Se representa con τ i y λα a las matrices de
Pauli y sus ana´logas para el grupo SU(3).
Despue´s de expandirse la densidad lagrangiana de interaccio´n de los campos de materia con
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los campos de gauge, del cual se definen los bosones de gauge f´ısicos, se obtiene que
L =uLγµuL
[
g′
6
bµ +
g
2
W 3µL
]
+ uRγ
µuR
[
g′
6
bµ +
g
2
W 3µL
]
+ dLγ
µdL
[
g′
6
bµ − g
2
W 3µL
]
+ dRγ
µdR
[
g′
6
bµ − g
2
W 3µL
]
− g√
2
uLγ
µdLW
+
µL −
g√
2
dLγ
µuLW
−
µL
− g√
2
uRγ
µdRW
+
µR −
g√
2
dRγ
µuRW
−
µR + νLγ
µνL
[
−g
′
2
Bµ +
g
2
W 3µL
]
+ νRγ
µνR
[
−g
′
2
Bµ +
g
2
W 3µR
]
+ eLγ
µeL
[
−g
′
2
Bµ − g
2
W 3µL
]
+ eRγ
µeR
[
−g
′
2
Bµ − g
2
W 3µR
]
− g√
2
νLγ
µeLW
+
µL −
g√
2
eLγ
µνLW
−
µL
− g√
2
νRγ
µeRW
+
µR −
g√
2
eRγ
µνRW
−
µR, (3-6)
con
W±µL = −(W 1µL ∓ iW 2µL)/
√
2, (3-7)
W±µR = −(W 1µR ∓ iW 2µR)/
√
2. (3-8)
Seguidamente, se define el foto´n teniendo en cuenta que e´ste no puede interactuar con los
neutrinos. La forma de hacer esto es definiendo el foto´n como una combinacio´n lineal de los
tres campos de gauge neutros: Aµ = aBµ + bW
3
µL + cW
3
µR, de tal manera que los productos
escalares Aµ(˙ − g′BµW 3µL) y Aµ(˙ − g′BµW 3µR) se hagan iguales a cero. De acuerdo con esto
se obtiene
Aµ =
gBµ + g
′(W 3µL +W
3
µR)√
g2 + 2g′2
. (3-9)
Definiendo el a´ngulo de mezcla de Weinberg θW como
sin θW =
e
g
=
g′√
g2 + 2g′2
(3-10)√
cos 2θW =
e
g
=
g√
g2 + 2g′2
, (3-11)
se concluye que
Aµ =
√
cos 2θWBµ + sin θW (W
3
µL +W
3
µR). (3-12)
Ahora se pueden definir arbitrariamente un campo gauge neutro Z ′µ como aquel mediante el
cual interactu´an un par de neutrinos derechos
Z ′µ =
gW 3µR + g
′Bµ√
g2 + 2g′2
= − tan θWBµ +
√
cos 2θW
cos θW
W 3µR. (3-13)
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Una vez se conocen las expresiones para Aµ y Z
′
µ, se pueden definir el campo Zµ exigiendo
que los productos escalares Zµ · Aµ y Zµ · Z ′µ se anulen (ver anexo D). Este procedimiento
permite encontrar que
Zµ = − tan θWBµ
√
cos 2θWBµ + cos θWW
3
µL − sin θW tan θWW 3µR. (3-14)
Estos resultados se pueden resumir en la siguiente matriz de mezcla ZµZ ′µ
Aµ
 =
 cos θW − sin θW tan θW − tan θW
√
cos 2θW
0
√
cos 2θW/ cos θW − tan θW
sin θW sin θW
√
cos 2θW
 W 3µLW 3µR
Bµ
 , (3-15)
que puede ser usada para reescribir la densidad lagrangiana en te´rminos de los campos Aµ, Zµ
y Z ′µ, es decir
L = uLγµuL
[
2e
3
Aµ +
e
sin θW cos θW
(
1
2
− 2
3
sin2 θW
)
Zµ +
e
sin θW cos θW(
−1
6
sin2 θW
)
1√
cos 2θW
Z ′µ
]
+ uRγ
µuR
[
2e
3
Aµ +
e
sin θW cos θW
(
1
2
− 2
3
sin2 θW
)
Zµ
+
e
sin θW cos θW
(
1
2
− 7
6
sin2 θW
)
1√
cos 2θW
Z ′µ
]
+ dLγ
µdL
[
−e
3
Aµ
+
e
sin θW cos θW
(
−1
2
− 1
3
sin2 θW
)
Zµ +
e
sin θW cos θW
(
−1
6
sin2 θW
)
1√
cos 2θW
Z ′µ
]
+dRγ
µdR
[
−e
3
Aµ +
e
sin θW cos θW
(
1
3
sin2 θW
)
Zµ +
e
sin θW cos θW
(
−1
2
+
5
6
sin2 θW
)
1√
cos 2θW
Z ′µ
]
− g√
2
uLγ
µdLW
+
µL −
g√
2
dLγ
µuLW
−
µL −
− g√
2
uRγ
µdRW
+
µR −
g√
2
dRγ
µuRW
−
µuR
. (3-16)
3.3.1. Potencial de Higgs en el MSID
Para que la teor´ıa resulte fenomenolo´gicamente aceptable, el potencial de Higgs debe incluir
te´rminos cua´rticos, no diagonales, en los escalares del modelo. Para romper la simetr´ıa y
dotar de masa a los bosones y a los fermiones, es necesario introducir un bidoblete y dos
tripletes escalares. EL bidoblete se define como
Φ =
(
φ01 φ
+
1
φ−2 φ
0
2
)
≡ ( 1
2
, 1
2
, 0
)
. (3-17)
Sin embargo, este bidoblete conduce a las mismas masas para los bosones de´biles de mano
izquierda y de mano derecha con igual carga ele´ctrica. Para evitar este problema, se extiende
el sector Higgs introduciendo dos tripletes en una representacio´n conveniente de matrices 2×2
4L =
(
δ+L /
√
2 δ++L
δ0L −δ+L /
√
2
)
≡ ( 1, 0, 2 ) , (3-18)
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4R =
(
δ+R/
√
2 δ++R
δ0R −δ+R/
√
2
)
≡ ( 1, 0, 2 ) . (3-19)
Con estos te´rminos escalares, el potencial escalar ma´s general que se puede escribir y que es
invariante bajo la simetr´ıa manifiesta izquierda-derecha definida por Φ←→ Φ† y4L ←→4R
es(ver anexo E)
V = VΦ + V4 + VΦ4, (3-20)
con
VΦ = −µ21Tr(Φ†Φ)− µ22
[
Tr(Φ˜Φ†) + Tr(Φ˜†Φ)
]
− λ1
[
Tr(ΦΦ†)
]2
+ λ2
{[
Tr(Φ˜Φ†)
]2 [
Tr(Φ˜†Φ)2
]}
+ λ3
[
Tr(Φ˜Φ†)Tr(Φ˜†Φ)
]
+ λ4
{
Tr(Φ˜Φ†)
[
Tr(Φ˜Φ†) + Tr(Φ˜†Φ)
]}
, (3-21)
V4 = −µ23
[
Tr(4L4†L) + Tr(4R4†R)
]
+ ρ1
{[
Tr(4L4†L)
]2
+
[
Tr(4R4†R)
]2}
+ ρ2
[
Tr(4L4L)Tr(4†L4†L) + Tr(4R4R)Tr(4†R4†R)
]
+ ρ3
[
Tr(4L4†L)Tr(4R4†R)
]
+ ρ4
[
Tr(4L4L)Tr(4†L4†L) + Tr(4†L4†L)Tr(4R4R)
]
, (3-22)
VΦ4 = α1
{
Tr(Φ†Φ)
[
Tr(4L4†L) + Tr(4R4†R)
]}
+ α2
[
Tr(Φ˜†Φ)Tr(4R4†R)
+ Tr(Φ˜†Φ)Tr(4L4†L)
]
+ α∗2
[
Tr(Φ˜Φ†)Tr(4R4†R) + Tr(Φ†Φ˜)Tr(4L4†L)
]
+ α3
[
Tr
(
ΦΦ†4L4†L
)
+ Tr
(
Φ†Φ4R4†R
)]
+ β1
[
Tr
(
Φ4RΦ†4†L
)
+ Tr
(
Φ†4LΦ4†R
)]
+ β2
[
Tr
(
Φ˜4RΦ†4†L
)
+ Tr
(
Φ˜†4LΦ4†R
)]
+ β3
[
Tr
(
Φ4RΦ˜†4†L
)
+ Tr
(
Φ†4LΦ˜4†R
)]
,
(3-23)
en donde se ha definido Φ˜ = τ2Φ
?τ2. Es conveniente anotar que todos los te´rminos del
potencial son auto conjugados, excepto por el te´rmino α2. Para evitar violacio´n esponta´nea
de CP se toma α2 real. So´lamente las componentes neutras de los campos escalares pueden
adquirir valores esperados en el vac´ıo sin violar la conservacio´n de la carga ele´ctrica. Por lo
tanto, el patro´n de rompimiento de la simetr´ıa esta´ determinado por
〈Φ〉 = 1√
2
(
k1e
iα1 0
0 k2e
iα2
)
, (3-24)
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〈4L〉 1√
2
(
0 0
ϑLe
iθL 0
)
, (3-25)
〈4R〉 = 1√
2
(
0 0
ϑRe
iθR 0
)
, (3-26)
en donde k1, k2, ϑR, ϑL, α1, α2, θL y θR son nu´meros reales. Hay algunas restricciones sobre
los valores esperados en el vac´ıo.
Bajo transformaciones unitarias de los campos fermio´nicos, los campos escalares transforman
de acuerdo a las relaciones
ψL → ULψL, (3-27)
ψR → URψR, (3-28)
Φ→ ULΦU †R, (3-29)
Φ˜→ ULΦ˜U †R, (3-30)
4L → ULΦU †L, (3-31)
4R → URΦU †R, (3-32)
en donde se pueden absorber algunas de las fases de los campos escalares definiendo
UL =
(
eiγL 0
0 e−iγL
)
, UR =
(
eiγR 0
0 e−iγR
)
(3-33)
y
γL =
θL
2
, γR = γL − α2. (3-34)
Mediante estas definiciones, dos fases genuinas permanecen las cuales son notadas con α y θ
〈Φ〉 = 1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
, 〈4L〉 = 1√
2
(
0 0
ϑL 0
)
, (3-35)
y
〈4R〉 = 1√
2
(
0 0
ϑRe
iθ 0
)
, (3-36)
que son las u´nicas fuentes de violacio´n de CP en el MSID, las cuales son obtenidas es-
ponta´neamente (ver anexo E).
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3.4. Transformaciones unitarias
El campo neutro φ0 esta´ escrito en te´rminos de componentes reales e imaginarias correc-
tamente normalizados φ0 =
(
1
√
2
)
(φ0r + iφ0i). Estos campos transforman de acuerdo a la
relacio´n
LL → ULLL, (3-37)
LR → URLR, (3-38)
Φ → ULΦU †R, (3-39)
Φ˜ → ULΦ˜U †R, (3-40)
4L → UL4LU †L, (3-41)
4R → UR4RU †R, (3-42)
donde UL,R son en general SU(2)L y SU(2)R transformaciones unitarias respectivamente y
Φ˜ ≡ τ2Φ∗τ2. El VEV vR rompe la simetr´ıa y establece la escala de masa para los neutrinos
de quiralidad derecha νR y para los bosones de gauge extra WR y Z
′
. Es posible absorber
alguna de las fases de los campos escalares definiendo
UL =
(
eiγL 0
0 e−iγL
)
UR =
(
eiγR 0
0 e−iγR
)
, (3-43)
con
γL =
θL
2
γR = γL − α2, (3-44)
4L → UL4LU †L =
(
eiγL 0
0 e−iγL
)(
0 0
vLe
iθL 0
)(
e−iγL 0
0 eiγL
)
=
(
eiγL 0
0 e−iγL
)(
0 0
vLe
iθLe−iγL 0
)
=
(
0 0
vLe
i(θL−iγL) 0
)
, (3-45)
4R → UR4RU †R =
(
eiγR 0
0 e−iγR
)(
0 0
vRe
iθR 0
)(
e−iγR 0
0 eiγR
)
=
(
eiγR 0
0 e−iγR
)(
0 0
vLe
iθRe−iγR 0
)
=
(
0 0
vLe
i(θR−2γR) 0
)
, (3-46)
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Φ→ ULΦU †R =
(
eiγL 0
0 e−iγL
)(
k1e
iα1 0
0 k2e
iα2
)(
e−iγR 0
0 eiγR
)
=
(
eiγL 0
0 e−iγL
)(
k1e
iα1e−iγR 0
0 k2e
iα2eiγR
)
=
(
k1e
i(α1+γL−γR) 0
0 k2e
i(α2+γR−γL)
)
. (3-47)
Con estas definiciones permanecera´n dos fases genuinas de violacio´n CP espontaneas, que
llamaremos α y θ
〈Φ〉 = 1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
, 〈4L〉 = 1√
2
(
0 0
vL 0
)
, 〈4R〉 = 1√
2
(
0 0
vRe
iθ 0
)
. (3-48)
3.5. Determinacio´n de los auto-estados de masa en el
MSID
El sector de Higgs contiene un bidoblete φ, el cual es una versio´n sime´trica izquierda-derecha
del doblete de Higgs del MEE y dos tripletes 4L,R con nu´meros cua´nticos (3,1,2) y (1,3,2),
respectivamente
φ =
(
φ01 φ
+
2
φ−1 φ
0
2
)
, 4L =
(
δ+L /
√
2 δ++L
δ0L −δ+L /
√
2
)
4R =
(
δ+R/
√
2 δ++R
δ0R −δ+R/
√
2
)
. (3-49)
La densidad lagrangiana para los acoplamientos de los campos de gauge escalares Φ,4L y
4R esta dada por
LD = Tr (Dµ4L)† (Dµ4L) + Tr (Dµ4R)† (Dµ4R) + Tr (DµΦ)† (DµΦ)− V, (3-50)
con
Dµ4L = ∂µ4L − ig
2
[−→τ · −−→WµL4L −4L−→τ · −−→WµL]− ig′Bµ4L, (3-51)
Dµ4R = ∂µ4R − ig
2
[−→τ · −−→WµR4R −4R−→τ · −−→WµR]− ig′Bµ4R, (3-52)
DµΦ = ∂µΦ− ig
2
[−→τ · −−→WµRΦ− Φ−→τ · −−→WµR] . (3-53)
Si definimos
4Lτi ·W iµ = 1√
2
(
0 0
vRe
iθ 0
)(
0 W 1µ
W 1µ 0
)
+
1√
2
(
0 0
vRe
iθ 0
)(
0 −iW 2µ
−iW 2µ 0
)
+
1√
2
(
0 0
vRe
iθ 0
)(
W 3µ 0
0 −W 3µ
)
=
1√
2
(
0 0
0 W 1µvRe
iθ
)
+
1√
2
(
0 0
0 −iW 2µvReiθ
)
+
1√
2
(
0 0
W 3µvRe
iθ 0
)
=
1√
2
(
0 0
W 3µvRe
iθ (W 1µ − iW 2µ) vReiθ
)
, (3-54)
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reemplazando
(Dµ4R) = −ig
2
[
1√
2
(
0 1
1 0
)(
0 0
W 1µR vRe
iθ 0
)
+
1√
2
(
0 −i
i 0
)(
0 0
W 2µR vRe
iθ 0
)
+
1√
2
(
1 0
0 −1
)(
0 0
W 3µR vRe
iθ 0
)
− 1√
2
(
0 0
−W 3µvReiθ (W 1µ − iW 2µ) vReiθ
)]
− ig′
(
0 0
BµvRe
iθ 0
)
= − ig
2
√
2
[(
W 1µR vRe
iθ − iW 2µR vReiθ 0
W 3µR vRe
iθ +W 3µvRe
iθ − (W 1µ − iW 2µ) vReiθ
)]
− ig′
(
0 0
BµvRe
iθ 0
)
.
Definiendo la derivada covariante en funcio´n de los campos de gauge cargados
W±µ = −
(
W 1µ ∓ iW 2µ
)
√
2
, (3-55)
tenemos
(Dµ4R) = ig
2
√
2
[(
W+µR
√
2vRe
iθ 0
−2W 3µR vReiθ −W+µ
√
2vRe
iθ
)]
− ig′
(
0 0
BµvRe
iθ 0
)
= =
[
ig
2
W+µR vRe
iθ 0
−i
(
g√
2
W 3µR + g
′Bµ
)
vRe
iθ − ig
2
W+µvRe
iθ
]
. (3-56)
Ana´logamente para la parte de la densidad lagrangiana Higgs-Boso´n, se tiene
DµΦ =
ig
4
[
k1(W
0µ
L −W 0µR )eiα
√
2k2W
µ+
L −
√
2k1e
iαW µ+R√
2k1W
µ−
L e
iα −√2k2W µ−R −k1(W 0µL −W 0µR )
]
. (3-57)
En este modelo aparecen siete bosones de gauge: cuatro cargados W±1 , W
±
2 y tres neutros
Z1, Z2, A. Cuando los multipletes adquieren VEV, se generan las masas de los bosones a
trave´s de las interacciones Higgs-Boso´n. Por lo tanto, este u´ltimo lagrangiano conduce a
Tr (Dµ4L)† (Dµ4L) = 0,
T r (Dµ4R)† (Dµ4R) = g
2
2
v2W+µR W
−
µR +
v2
2
(
gW 3µR − g′Bµ
)2
,
T r (DµΦ)
† (DµΦ) =
g2
8
[
(k1 + k2)
2(W 3µL −W 3µR)2 + 2
[
(k1 + k2)
2W+µLW
µ−
L
− 2k1k2W µ+R W−µRe−iα − 2k1k2W+µRW µ−R eiα + (k1 + k2)2W−µRW µ+R
]]
,
(3-58)
de la cual se deducen las contribuciones a la matriz de masa de la interaccio´n. Para los
bosones de gauge neutros se tiene
LBoson−Nmasa =
1
2
( W 0µL W
0
µR Bµ )M
Neutros
 W 0µLW 0µR
Bµ
 , (3-59)
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donde la matriz de masa a diagonalizar es
MNeutros =
1
4
 g2(4v2L + k21 + k22) −g(k21 + k22) −4gg′v2L−g(k21 + k22) g2(4v2L + k21 + k22) −4gg′v2R
−4gg′v2L −4gg′v2R 4g′(v2L + v2R)
 . (3-60)
Las masas de los bosones de gauge f´ısicos son
M2A = 0, (3-61)
M2z1,2 = C ∓
√
C2 − 4D, (3-62)
M2W1,2 =
g
4
(
k21 + k
2
2 + v
2
L + v
2
R ∓
√
(v2R − v2L)2 + 4k21k22
)
, (3-63)
con
C =
1
2
[
(g2 + g
′2)(v2L + v
2
R) + g(k
2
1 + k
2
2)/2
]
, (3-64)
D =
1
16
[
g2(g2 + 2g
′2)
[
(k21 + k
2
2)(v
2
L + v
2
R) + 4v
2
Rv
2
L
]]
. (3-65)
Ana´logamente las matrices de masa para los bosones de gauge cargados son
LBoson−Cmasa =
(
W+L W
+
R
)
MCargados
(
W−L
W+R
)
, (3-66)
con
MCargados =
g2
4
(
2v2L + k
1
1 + k
2
2 −2k1k2e−iα
−2k1k2eiα 2v2R + k21 + k22
)
. (3-67)
Debido a la presencia de fases en la matriz de masa, se hace necesario diagonalizar la matriz
mediante
MCargados = Y †MdiagCargadosY
= MdiagCargados =
(
M2W1 0
0 M2W1
)
, (3-68)
con
Y =
(
cosχ − sinχeiω
sinχe−iω cosχ
)
, (3-69)
obtenie´ndose las expresiones para los bosones de gauge f´ısicos cargados en funcio´n de W µ±L,R
W1 = cosχWL + e
−iα sinχWR, (3-70)
W1 = −eiα sinχWL + cosχWR, (3-71)
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con
tan 2χ =
2k1k2
v2L + v
2
R
. (3-72)
Gracias a que k1 y k1 son del orden de 246 GeV y vR es del orden de 2, 7×107 GeV , entonces
W1 ≈ WL y W2 ≈ WR con muy buena aproximacio´n. Dadas las desigualdades vR  k1, k2, vL
que surgen a trave´s de las restricciones experimentales de la f´ısica de neutrinos, se obtiene
M2W1 ≈
g2
4
(k21 + k
2
2 + v
2
L), (3-73)
M2W2 ≈
g2
2
v2R, (3-74)
M2Z1 ≈
g2(g2 + 2g′2)
4(g2 + g′2)
(k21 + k
2
2), (3-75)
M2Z2 ≈ (g2 + g′2)v2R, (3-76)
que evidencia dos escalas de energ´ıa, cumplie´ndose tambie´n la relacio´n experimental del
MEE
M2W1
M2Z1
≈ (g
2 + g′2)
(g2 + 2g′2)
(k21 + k
2
2 + v
2
L)
(k21 + k
2
2)
= cos2 θW
(
1 +
v2L
k21 + k
2
2
)
, (3-77)
la cual da lugar a una ligadura sobre los valores de k1 y k2, los cuales deben ser mucho ma´s
pequen˜os que vL, con el fin de reproducir los resultados experimentales.
3.6. Matrices de masa para los bosones escalares del
MSID
Las matrices de masa para las part´ıculas escalares neutras, una vez cargadas y dos veces car-
gadas, mostradas a continuacio´n, resultan de derivar el potencial respecto a cada una de las
componentes de los campos (ver anexo F)
{
φr1, φ
r
2, φ
r
1, δ
r
R, δ
r
L, φ
i
1, φ
i
2, δ
i
R, δ
i
L, φ
+
1 , φ
+
2 , δ
+
R , δ
+
L , δ
++
R , δ
++
L
}
.
Teniendo en cuenta la estructura de los campos
φ01 =
(
φ0r1 + iφ
0i
1 + k1
)
eiα/
√
2, (3-78)
φ02 =
(
φ0r2 + iφ
0i
2 + k2
)
/
√
2, (3-79)
δ0L =
(
δ0rL + iδ
0i
L + v1
)
/
√
2, (3-80)
δ0R =
(
δ0rR + iδ
0i
R + v1
)
eiθR/
√
2, (3-81)
y el VEV para las componentes neutras del campo de Higgs y de los tripletes escalares, se
calcula la matriz de masa como sigue
M2ij =
1
2
∂2V
∂φi∂φj
∣∣∣∣〈φ01〉=k1eiα/√2;〈φ02〉=k2/√2;〈δ0R〉=vReiθ;〈δ0L〉=vL = 0, (3-82)
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3.7. Lagrangiano del sector de quarks del MSID
El lagrangiano de interaccio´n para el sector de quarks esta´ dado por
−LqY ukawa = QiL
(
ηqijΦ + η˜
q
ijΦ˜
)
QjR + h.c., (3-83)
donde i, j marcan las diferentes generaciones Φ˜ = τ2Φ
∗τ2, y donde los auto estados de sabor
esta´n dados por
QiL,R =
(
uiL,R
diL,R
)
. (3-84)
La hermı´ticidad de η ayuda a asegurar la simetr´ıa izquierda-derecha de la densidad lagran-
giana. Introduciendo los VEV (3-48) dentro de los te´rminos de la densidad lagrangiana de
Yukawa, se puede obtener la forma de las matrices de masa para los quarks up y down. Para
esto definimos
Φ˜ = τ2Φ
∗τ2 =
(
0 −i
i 0
)(
φ0∗1 φ
+
1
φ+2 φ
0∗
2
)(
0 −i
i 0
)
=
(
φ0∗2 −φ+2
−φ−1 φ0∗1
)
,
realizando los productos
LY ukawa = ηqij
(
uiL diL
)( φ01ujR + φ+1 djR
φ−2 ujR + φ
0
2djR
)
+ η˜qij
(
uiL diL
)( φ0∗2 ujR − φ+2 djR
−φ−1 ujR + φ0∗1 djR
)
,
expandiendo los campos complejos, se encuentra que el lagrangiano de Yukawa se puede
escribir como
LY ukawa = ηqijuiLφ01ujR + ηqijuiLφ+1 djR + ηqijdiLφ−2 ujR + ηqijdiLφ02djR
+ η˜qijuiLφ
0∗
2 ujR − η˜qijuiL − φ+2 djR − η˜qijdiLφ−1 ujR + η˜qijdiLφ0∗1 djR
= ηqijuiL
(φ0r1 + iφ
oi
1 + k1)√
2
eiαujR + η
q
ijuiLφ
+
1 djR + η
q
ijdiLφ
−
2 ujR
+ ηqijdiL
(φ0r2 + iφ
oi
2 + k2)√
2
djR + η˜
q
ijuiL
(φ∗0r2 − iφ∗oi2 + k2)√
2
ujR − η˜qijuiLφ+2 djR
− η˜qijdiLφ−1 ujR + η˜qijdiL
(φ0r1 − iφoi1 + k1) e−iα√
2
djR.
(3-85)
Esta lagrangiano da informacio´n acerca de las matrices de masa para los quarks
Muij =
1√
2
[
k1η
q
ije
iα + k2η˜
q
ij
]
, (3-86)
Mdij =
1√
2
[
k2η
q
ij + k1η˜
q
ije
−iα
]
. (3-87)
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Para diagonalizar las matrices de masa, se tiene que rotar los auto estados de sabor en los
auto estados de masa los cuales se llamaran Q′, es decir
QuL = ULQ
′u
L , Q
u
R = URQ
′u
R ,
QdL = VLQ
′d
L , Q
d
R = VRQ
′d
R , (3-88)
de tal forma que se pueden escribir las matrices de masa no diagonales en te´rminos de las
diagonales como
Mu = ULM
u
diagU
†
R M
d = VLM
u
diagV
†
R. (3-89)
Ahora se invierten las ecuaciones (3-86)-(3-87) y se expresan las constantes de acoplamiento
de Yukawa en te´rminos de las matrices diagonales para los quarks up y down de la siguiente
manera
Muij =
1√
2
[
k1η
q
ije
iα + k2η˜
q
ij
]
= ULM
u
diagU
†
R, (3-90)
Mdij =
1√
2
[
k2η
q
ij + k1η˜
q
ije
−iα
]
= VLM
d
diagV
†
R. (3-91)
Multiplicando (3-90) pore−iα k1
k2
y resto´ndola de (3-91), se tiene que
ULM
u
diagU
†
Re
−iαk1
k2
− VLMddiagV †R =
1√
2
(
ηqij
k21
k2
− ηqijk2
)
=
ηqij√
2
(
k21 − k22
k2
)
. (3-92)
Resumiendo
ηqij =
√
2
k2−
[
ULM
u
diagU
†
Re
−iαk1 − k2VLMddiagV †R
]
, (3-93)
η˜qij =
√
2
k2−
[
−k2ULMudiagU †R − k1eiαVLMddiagV †R
]
, (3-94)
con lo cual, se pueden definir las matrices de CKM para el MSID como
KL = U
†
LVL, KR = U
†
RVR, (3-95)
con K = KL = K
∗
R, el te´rmino de interaccio´n general para los auto estados de masa de
quarks con los campos neutros de Higgs del tipo φ
−LY ukawa =
√
2
k2−
[
−k2ULMudiagU †R − k1eiαVLMddiagV †R
] (
u′L d
′
L
)( φ01 φ+1
φ−1 φ
0
2
)(
u′R
d′R
)
=
√
2
k2−
[
−k2ULMudiagU †R − k1eiαVLMddiagV †R
] (
u′L d
′
L
)( φ01u′R
φ02d
′
R
)
=
√
2
k2−
[
−k2ULMudiagU †R − k1eiαVLMddiagV †R
] [
u′Lφ
0
1u
′
R + d
′
Lφ
0
2d
′
R
]
. (3-96)
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Se puede realizar un procedimiento similar para la segunda parte del lagrangiano, obteniendo
finalmente que
√
2
k2−
u′L
[
Mudiag
(
k1e
−iαφ01 − k2φ0∗2
)
+KLM
d
diagK
†
R
(−k2φ01 + k1eiαφ0∗2 )]u′R,
√
2
k2−
d′L
[
Mudiag
(
k1e
iαφ0∗1 − k2φ02
)
+K†LM
u
diagKR
(−k2φ0∗1 + k1e−iαφ02)] d′R. (3-97)
Ahora definimos los nuevos campos ortogonales [60, 61]
φ0+ =
1
|k+|
(−k2φ01 + k1eiαφ0∗2 ) , (3-98)
φ0− =
1
|k+|
(
k1e
−iαφ01 + k2φ
0∗
2
)
, (3-99)
y las transformaciones inversas
φ01 =
1
|k+|
(−k2φ0+ + k1eiαφ0−) , (3-100)
φ0− =
1
|k+|
(
k1e
iαφ0∗+ + k2φ
0∗
−
)
. (3-101)
con lo cual escribimos el te´rmino de interaccio´n general como
√
2
k2−
u′L
[
φ0−
k2−
|k+|M
u
diag + φ
0
+
(
−2k1e
−iαk2
|k+|
)
Mudiag + |k+|KLMddiagK†R
]
u′R,
+
√
2
k2−
d′
[
φ0∗−
k2−
|k+|M
d
diag + φ
0∗
+
(
−2k1e
iαk2
|k+|
)
Mddiag + |k+|K†LMddiagKR
]
d′R. (3-102)
3.8. Fases de CP esponta´neas en el MSID
3.8.1. Violacio´n de CP ma´xima en el sector de quarks y leptones
Para el caso en el cual α = pi/2 y θ = pi/2, el efecto de las fases presentes en la violacio´n
CP sera´ ma´ximo tanto en el sector de quarks como en el sector lepto´nico. Las ligaduras o
mı´nimos del potencial resultan de derivar el potencial respecto a los para´metros que esta´n
presentes y que definen el mı´nimo, tales como {k1, k2, vL, vR, θ, α}, dejando seis condiciones
de minimizacio´n, las cuales dependiendo de la escogenc´ıa de las fases podr´ıan reducirse a
cinco o cuatro. Con lo anterior
∂V
∂k1
=
∂V
∂k2
=
∂V
∂vL
=
∂V
∂vR
=
∂V
∂θ
=
∂V
∂α
= 0, (3-103)
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para este caso las condiciones existente son
β2 =β3
k22
k21
,
ρ1 =
ρ3
2
+ β1
k1k2
2vLvR
,
λ2 =
λ3
2
− α3 v
2
L + v
2
R
8(k22 − k21)
+ β1
vLvR
8k1k2
,
(3-104)
µ21 =− 2(2λ2 − λ3)k22 +
1
2
α1(v
2
L + v
2
R) + λ1(k
2
1 + k
2
2) + β1
k2
2k1
vLvR,
µ22 =
λ4
2
(k21 + k
2
2) +
1
2
α2(v
2
L + v
2
R) + β2
k1
2k2
vLvR,
µ23 =
1
2
α1(k
2
1 + k
2
2) +
α3
2
k22 + ρ1(v
2
L + v
2
R).
Introduciendo estas condiciones de minimizacio´n dentro de las matrices de masa para los
bosones escalares neutros y cargados, y rotando los campos a auto estados f´ısicos en la base{
φr−, φ
r
+, δ
r
R, δ
r
L, φ
i
−, φ
i
+, δ
i
R, δ
i
L
}
a trave´s de la matriz de rotacio´n general
R =
1
|k+|

k1 cosα k2 0 0 k1 sinα 0 0 0
−k2 k1 cosα 0 0 0 k1 sinα 0 0
0 0 |k+| 0 0 0 0 0
0 0 0 |k+| 0 0 0 0
−k1 sinα 0 0 0 k1 cosα −k2 0 0
0 k1 sinα 0 0 −k2 −k1 cosα 0 0
0 0 0 0 0 0 |k+| 0
0 0 0 0 0 0 0 |k+|

, (3-105)
se encuentra la siguiente matriz de masa para los bosones escalares neutros, en donde se han
puesto los te´rminos dominantes representados por s´ımbolos gene´ricos, y se ha usado el hecho
que vLvR ≈ k2
M2 =

αv2R (λ+ β)k
2 0 βkvR βk
2 αv2R αkvR 0
(λ+ β)k2 αv2R 0 βkvR βk
2 βk2 αkvR βkvR
0 0 0 0 0 0 0 βk2
βkvR βkvR 0 βv
2
R 0 βkvR (ρ3 + β)k
2 0
βk2 βk2 0 0 βk2 βk2 0 βkvR
αv2R βk
2 0 βkvR βk
2 αv2R αkvR βkvR
αkvR αkvR 0 (ρ3 + β)k
2 0 αkvR (ρ3 + β)v
2
R 0
0 βkvR βk
2 0 βkvR βkvR 0 βv
2
R

.(3-106)
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Trabajando en la base de los campos f´ısicos ortogonales
φ++ =
1
|k+|
(−k2φ+1 + k1φ+2 ) , (3-107)
φ+− =
1
|k+|
(
k1φ
+
1 + k2φ
+
2
)
, (3-108)
y su correspondiente matriz de rotacio´n R+
R+ =
1
|k+|

k1 k2 0 0
−k2 k1 0 0
0 0 |k+| 0
0 0 0 |k+|
 , (3-109)
se puede llegar a las matrices de masa para los bosones una vez y dos veces cargados en la
base
{
φ+−, φ
+
+, δ
+
R , δ
+
L
}
y
{
δ++R , δ
++
L
}
M2+ =

αv2R (1− i)αv2R (1 + i)αkvR (1− i)βkvR
(1 + i)αkvR αvR (1− i)αkvR (1− i)βkvR
(1− i)αkvR (1 + i)αkvR αk2 (1 + i)βk2
(1 + i)βkvR (1 + i)βkvR (1− i)βk2 βk2
 , (3-110)
M2++ =
(
ρv2R [(1 + i)β + iρ]k
2
[(1− i)β − iρ]k2 βv2R
)
. (3-111)
habiendo tomado una magnitud para vR de 10 GeV , lo cual esta´ de acuerdo con las restric-
ciones experimentales provenientes de los neutrinos, y un valor de 0,7 para los para´metros
libres adimensionales del potencial. Lo que se encontro´ es que, en este modelo con violacio´n
de CP ma´xima tanto en el sector de quarks como en el sector de leptones, el boso´n escalar
neutro φ0F que contiene una significante mezcla de φ
i
+ es lo suficientemente ligero para permi-
tir la existencia de grandes CNCS. Por lo tanto, este tipo de modelo es experimentalmente
inaceptable.
3.8.2. Violacio´n de CP ma´xima en el sector de quarks
Para el caso en el cual α = pi/2 y θ = 0, el efecto de las fases presentes en la violacio´n CP
sera´ ma´ximo en el sector de quarks y nula para el sector lepto´nico. Para este caso las ligaduras
del potencial se reduce en uno ya que α toma el valor de cero, y entonces el potencial no
dependera´ de este para´metro. Por lo anterior
β2 =
1
k21
[
β3k
2
2 − (2ρ1 − ρ3)vLvR
]
,
λ2 =
λ3
2
− 1
4(k22 − k21)
[α3
2
(v2L + v
2
R) + (β2 + β3)vLvR
]
,
µ21 =− 2(2λ2 − λ3)k22 +
1
2
α1(v
2
L + v
2
R) + λ1(k
2
1 + k
2
2) + β2vLvR,
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µ22 =
λ4
2
(k21 + k
2
2) +
1
2
α2(v
2
L + v
2
R) +
β1
4
vLvR,
µ23 =
1
2
α1(k
2
1 + k
2
2) +
α3
2
k22 + ρ1(v
2
L + v
2
R).
Introduciendo estas condiciones de minimizacio´n en las matriz de masa para los escalares
neutros y trabajando en las bases
{
φr−, φ
r
+, δ
r
R, δ
r
L, φ
i
−, φ
i
+, δ
i
R, δ
i
L
}
y
{
φ+−, φ
+
+, δ
+
R , δ
+
L
}
, a trave´s
de las matrices de rotacio´n R y R+ respectivamente, se encuentra las siguientes matrices de
masa para los bosones escalares neutros, una vez cargados y dos veces cargados
M2 =
(
M2B11 M
2
B12
M2B12
T
M2B22
)
, (3-112)
M2B11 =

αv2R (λ+ β)k
2 αkvR (2ρ1 − ρ3)kvR
(λ+ β)k2 αvR αkvR βkvR
(1− i)αkvR (1 + i)αkvR αk2 (2ρ1 + ρ3)k2/2
(2ρ1 − ρ3)kvR βkvR (2ρ1 + ρ2)k2/2 (ρ3 − 2ρ1)v2R/2
 , (3-113)
M2B12 =

βk2 αv2R 0 βkvR
(λ+ β)k2 αvR αkvR [β + ρ3 − 2ρ1]kvR
0 αkvR 0 βk
2
βkvR [β + ρ3 − 2ρ1]kvR βk2 0
 , (3-114)
M2+ =
(
M2+B11 M
2+
B12
M2+B12
T
M2+B22
)
, (3-115)
M2+B11 =
(
αv2R −iαv2R
iαv2R αv
2
R
)
, (3-116)
M+B12 =
(
(1− i)αkvR i[
(
(ρ3 − 2ρ1/
√
2)
)− (1− i)β]kvR
(1 + i)αkvR [(1 + i)β − i
(
(ρ3 − 2ρ1/
√
2)
)
]kvR
)
, (3-117)
M+B22 =
(
αk2 [i ((2ρ1 − ρ3/2)) + (1− i)β]k2
[−i ((2ρ1 − ρ3/2)) + (1− i)β]k2 2(ρ3 − 2ρ1)v2R
)
. (3-118)
Al realizar un ana´lisis nume´rico se encuentra un boso´n escalar neutro φ0F conteniendo una
significante mezcla de φi+ , lo cual quiere decir que este modelo es tambie´n inaceptable.
Por lo anterior, se puede concluir que, independientemente de los valores que la fase de
CP esponta´nea θ tome, no es posible obtener un MSID experimentalmente consistente si el
monto de la violacio´n de CP en el sector de quarks es ma´ximo.
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3.8.3. Violacio´n de CP ma´xima en el sector lepto´nico
Para el caso en el cual α = 0 y θ = pi/2, el efecto de las fases presentes en la violacio´n de CP
es ma´ximo en el sector de quarks y nula para el sector lepto´nico. Para este caso las ligaduras
del potencial se reduce en uno, ya que θ en este caso toma el valor de cero, y el potencial no
depender´ıa de este para´metro. Por lo anterior se tiene que
ρ1 =
ρ3
2
,
β2 =− 1
k21
(β1k1k2 + β3k
2
2),
µ21 =λ1(k
2
1 + k
2
2) + 2λ4k1k2 +
α1(k
2
1 − k22)− α3k22
2(k21 − k22)
(v2L + v
2
R),
µ22 =(2λ2 + λ3)k1k2 +
λ4
2
(k21 + k
2
2) +
2α2(k
2
1 − k22) + α3k22
4(k21 − k22)
(v2L + v
2
R),
µ23 =
1
2
[
α1(k
2
1 + k
2
2) + 4α2k1k2 +
α3
2
k22 + ρ1(v
2
L + v
2
R)
]
.
Las matrices de masa para los bosones escalares neutros una vez cargados y dos veces car-
gados en las nuevas bases son
M2 =

λk2 λk2 0 0 βk2 βk2 αkvR 0
λk2 αv2R 0 0 βk
2 βk2 αkvR βkvR
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 βkvR ρ3k
2 0
βk2 βk2 0 0 0 0 0 0
βk2 βk2 0 βk2 0 αv2R 0 0
αkvR αkvR 0 ρ3k
2 0 0 ρ3v
2
R 0
0 βkvR 0 0 0 0 0 0

, (3-119)
M2+ =

αv2R 0 iαkvR iβkvR
0 0 0 0
−iαkvR 0 αk2 βk2
−iβkvR 0 βk2 αk2
 , (3-120)
M2++ =
(
ρv2R (β + iρ) k
2
(β − iρ) k2 αk2
)
. (3-121)
3.8.4. Violacio´n de CP nula
Para el caso en el cual α = 0 y θ = 0, el efecto de las fases presentes en la violacio´n CP se
anula, por lo tanto el potencial toma la forma
VΦ =− µ
2
1
2
(k21 + k
2
2)− 2µ22 [k1k2] +
λ1
4
(
k41 + 2k
2
1k
2
2 + k
4
1
)
+ 2λ2k
2
1k
2
2 + λ3k
2
1k
2
2 + λ4(k
2
1 + k
2
2) [k1k2] , (3-122)
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V4 = −µ
3
2
(
v2L + v
2
R
)
+
ρ1
4
(v4L + v
4
R) +
ρ3
4
v2Lv
2
R, (3-123)
VΦ4 =
α1
4
[
(k21 + k
2
2)
(
v2L + v
2
R
)]
+ α2k1k2
(
v2L + v
2
R
)
+
α3
4
k22
(
v2L + v
2
R
)
+
β1
2
k1k2vRvL +
β2
2
k21vLvR +
β3
2
k22vLvR, (3-124)
con lo cual el nu´mero de ligaduras del potencial se reduce en dos y toma la forma
∂V
∂k1
=− µ21k1 − 2µ22k2 + λ1(k31 + k22k1) + 4λ2k1k22 + 2λ3k1k22 + λ4(3k21k2 + k32)
+
α1
2
k1
(
v2L + v
2
R
)
+ α2k2
(
v2L + v
2
R
)
+
β1
2
k2vLvR + β2k1vLvR = 0, (3-125)
∂V
∂k2
=− µ21k2 − 2µ22k1 + λ1(k32 + k21k2) + 4λ2k2k21 + 2λ3k2k21 + λ4(3k22k1 + k31)
+
α1
2
k2
(
v2L + v
2
R
)
+ α2k1
(
v2L + v
2
R
)
+
α3
2
k2
(
v2L + v
2
R
)
+
β1
2
k1vLvR + β3k2vLvR = 0.
(3-126)
Multiplicando (3-125) por −k2 y a (3-126) por k1 y suma´ndolas tenemos
µ22 =(2λ2 − λ3)k1k2 +
λ4
2
(k21 + k
2
2)
+
1
4(k21 − k22)
[(
β1(k
2
1 − k22
)− 2k1k2(β2 − β3)] vLvR
+
[
2α2(k
2
1 − k22) + α3k1k2
]
(v2L + v
2
R).
(3-127)
Ahora sumando (3-125) con (3-126), tenemos
µ21 =λ1(k
2
1 + k
2
2) + 2λ4k1k2
+
1
4(k21 − k22)
[
2
(
β2k
2
1 − β3k22
)
vLvR +
[
α1(k
2
1 − k22)− α3k22
]
(v2R + v
2
L)
]
.
(3-128)
Para los dema´s para´metros
β2 =
1
k21
(−β1k1k2 − β3k22 + (2ρ1 − ρ3)vLvR) ,
µ23 =
1
2
[
α1(k
2
1 + k
2
2) + 4α2k1k2 + α3k
2
2 + 2ρ1(v
2
L + v
2
R)
]
,
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Las matrices de masa para los bosones escalares neutros una vez cargados y dos veces car-
gados son
M2 =
(
M2B11 0
0 M2B22
)
, (3-129)
M2B11 =

λk2 λk2 αkvR (2ρ1 − ρ3)kvR
λk2 αkv2R αkvR βkvR
αkvR αkvR 2ρ1v
2
R (2ρ1 + ρ3)k
2/2
(2ρ1 − ρ3)k2vR βkvR (2ρ1 + ρ3)k2/2 (ρ3 − 2ρ1)v2R/2
 ,
(3-130)
M2B22 =

2(ρ3 − 2ρ1)k2 [β − 2(ρ3 − 2ρ1)] k2 0 (ρ3 − 2ρ1)kvR
[β − 2(ρ3 − 2ρ1)] k2 αv2R 0 [β − 2(ρ3 − 2ρ1)] kvR
0 0 0 (2ρ1 − ρ3)v2R/2
(ρ3 − 2ρ1)kvR [β − 2(ρ3 − 2ρ1)] k2vR (2ρ1 − ρ3)k2/2 (ρ3 − 2ρ1)v2R/2

,(3-131)
M2+ =

αv2R βk
2 αvR βkvR
βk2 (ρ3 − 2ρ1)k2 0
[
(ρ3 − 2ρ1/
√
2)
]
kvR
αkvR 0 αk
2 [β + (ρ3 − 2ρ1)/4)] k2
(ρ3 − 2ρ1)kvR [β − 2(ρ3 − 2ρ1)] k2vR (2ρ1 − ρ3)k2/2 (ρ3 − 2ρ1)v2R/2

,(3-132)
M2++ =
(
ρv2R (β + ρ− ρ3 + 2ρ1) k2
(β + ρ− ρ3 + 2ρ1) k2 [(ρ3 − 2ρ1)/2] v2R
)
Para este u´ltimo caso, el ana´lisis nume´rico conduce a las mismas conclusiones ya obtenidas
por Deshpande et. al. [61]. En este modelo se encuentra que todos los bosones escalares que
no tienen contrapartida en el MEE tienen una masa del orden de vR, evitando as´ı grandes
CNCS. Este modelo es exactamente igual al MEE en el l´ımite en el cual vR tiende al infinito.
Si se comparan el espectro de masas, para los escalares de los casos III y IV, se encuentra que
el valor que θ toma so´lamente afecta el orden de las masas de las part´ıculas escalares y no el
monto de las CNCS. As´ı se puede concluir de los dos u´ltimos casos que, independientemente
del valor que la fase de CP esponta´nea θ tome, se tendra´ un MSID experimentalmente
consistente si no hay violacio´n de CP en el sector de quarks. Para evitar un origen expl´ıcito
de la violacio´n de CP en el sector de quarks, se tiene que ajustar α de tal manera que sea lo
suficientemente pequen˜o como para que no cambie las principales propiedades y resultados
encontrados, y que conduzca al valor experimental correcto para la fase de la matriz de CKM
del MEE.
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3.9. Conclusiones
El MSID permite dar una explicacio´n natural al origen de la violacio´n de la simetr´ıa de
paridad (P) y tambie´n al origen de la violacio´n de la simetr´ıa carga-paridad (CP). Este
modelo no presenta grandes CNCS que entren en conflicto con los datos experimentales y
ofrece un rico mundo en fenomenolog´ıa, de violacio´n de CP en el sector de leptones y nue-
vos bosones de Higgs neutros, una vez cargados y dos veces cargados en la escala electrode´bil.
Se ha presentado un ana´lisis nume´rico detallado de la relacio´n existente entre las CNCS
y las dos fases de CP esponta´neas presentes en el MSID. Cada fase de CP esponta´nea
esta´ relacionada con uno de los sectores de materia: el de quarks o el de leptones. Diferentes
combinaciones de valores nulos o ma´ximos entre las dos fases de CP esponta´neas conducen
a cuatro casos diferentes correspondientes a violacio´n de CP ma´xima o nula en el sector de
quarks y en el de leptones.
El resultado principal de este cap´ıtulo es haber establecido que la u´nica manera de suprimir
las CNCS es ajustar cerca a cero la fase de CP esponta´nea asociada con el sector de quarks,
como en los casos III y IV. Entonces, el monto de violacio´n de CP en el sector de leptones
no depende de las restricciones teo´ricas estudiadas en este cap´ıtulo.
4. Generacio´n de masa de neutrinos
4.1. Introduccio´n
El mecanismo see saw (MSS) permite explicar el origen de las masas de los neutrinos de un
modo natural gracias a la introduccio´n de singletes pesados (o tripletes) de SU(2)L, a escalas
de energ´ıa mucho mayores que la electrode´bil [62, 63, 64, 65]. Dicho mecanismo puede con-
tribuir, a su vez, a proporcionar una posible explicac´ıon a la asimetr´ıa materia-antimateria
a trave´s del mecanismo de leptogene´sis. A trave´s del MSS es posible general las matrices
de masa y de mezcla de neutrinos, de tal forma que el fenm´eno de oscilaciones de neutrinos
puede ser entendido de forma satisfactoria. Para esto, resulta indispensable tener en cuenta
que los experimentos de oscilaciones de neutrinos han tenido un destacado desarrollo en
cuanto a la obtencio´n de medidas precisas sobre las diferencias de masa de los neutrinos,
sobre las fases de violacio´on de CP y sobre los a´ngulos de mezcla del sector lepto´nico. La
escala absoluta de las masas de los neutrinos, as´ı como su naturaleza de Dirac o de Majorana,
son aspectos que actualmente tambie´n esta´n siendo investigados experimentalmente.
Una consecuencia que surge del MSS, ya sea de tipo I o tipo III (que son los casos que se
consideran en este trabajo de tesis), es que los neutrinos de quiralidad izquierda se pueden
mezclar con fermiones pesados de Majorana. En realidad, incluso si so´lamente los leptones
cargados se mezclaran con nuevos fermiones tambie´n aparecer´ıan este tipo de efectos, sur-
giendo matrices de mezcla (unitarias) de dimensio´n mayor que 3, pero con una submatriz no
necesariamente unitaria para los campos ligeros. Por tanto, la observacio´n de desviaciones
de unitariedad podr´ıa implicar la existencia de nueva f´ısica a altas energ´ıas.
En este cap´ıtulo inicialmente se estudia el lagrangiano de Yukawa del MEE con el fin de mos-
trar expl´(i)citamente la ausencia de masa para los neutrinos de este modelo. A continuacio´n
se considera la extensio´n mı´nima del MEE, denominada Modelo de Majorana, que conduce
al te´rmino de masa de Dirac-Majorana. Posteriormente se implementa el MSS en el Modelo
de Majorana con el fin de ilustrar la generacio´n de masas pequea˜as para los neutrinos de
quiralidad izquierda. A continuacio´n se implementa el MSS tipo I en el M2DH-III extendido
y en el MSID-II. Finalmente se considera el MSS tipo III e h´ıbrido (mezcla tipo I y tipo III)
en el M2DH-III.
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4.2. Motivacio´n
Considerando que el MSS se implementa en el MEE a trave´s de una extensio´n poco natural
del mismo, denominada extensio´n de Majorana, resulta interesante y motivante implementar
el MSS de forma simple y elegante en algunos modelos ma´s alla´ del MEE. Precisamente en
este cap´ıtulo se estudia la implementacio´n del MSS en el M2DH-III y en el MSID-II. Primero,
respecto al M2DH-III se debe tener en cuenta que la fenomenolog´ıa de este modelo en relacio´n
a los fermiones y a los bosones de gauge es la misma que la del MEE. La f´ısica nueva se
encuentra en que el espectro de bosones de Higgs se amplia de uno en el MEE a cinco en el
M2DH. Por esta razo´n es necesario extender el M2DH mediante la extensio´n de Majorana
con el fin de implementar el MSS y dotar con masa muy pequen˜a a los neutrinos de quiralidad
izquierda. Al igual que en el caso del MEE, el MSS en el M2DH resulta poco natural.
Por otra parte, puesto que el lagrangiano de Yukawa del MSID es totalmente real, entonces
en el MSID no se tienen fases complejas expl´ıcitas. En el MSID debido a la inclusio´n de
un bidoblete y dos tripletes de campos escalares, el sector escalar del MSID resulta muy
interesante y presenta propiedades destacables. Entre ellas, podemos mencionar la presencia
de dos fases complejas esponta´neas con origen en la RES, la existencia de una amplia variedad
de bosones escalares neutros, cargados, doblemente cargados, y la posibilidad de explicar
el origen de la masa tan pequen˜a de los neutrinos de quiralidad izquierda de una forma
satisfactoria mediante la implementacio´n del MSS. La implementacio´n del MSS en el MSID es
bastante natural debido a que no es necesario meter a mano nuevos te´rminos en el lagrangiano
de Yukawa. Adicionalmente, el MSID permite explicar de una forma natural no solo el origen
de la violacio´n de CP sino tambie´n el origen de la violacio´n de paridad (P), adema´s de dar
un significado f´ısico al nu´mero cua´ntico de hipercarga (Y ), identifica´ndolo con la diferencia
entre nu´mero bario´nico y nu´mero lepto´nico (B − L) [52].
4.3. Lagrangiano de Yukawa en el MEE
El lagrangiano de Yukawa en el MEE esta´ dado por
−LY = L0LiηEijΦE0Rj +Q0LiηUijΦ˜U0Rj +Q0LiηDijΦD0Rj + h.c., (4-1)
donde Φ˜ = iτ2Φ
∗. A cada doblete se le asocian tres matrices ηX (X = E,U,D) que corres-
ponden a las constantes de acoplamiento de Yukawa entre el campo fermio´nico y el campo de
Higgs, las cuales son matrices adimensionales complejas 3× 3 no-diagonales. El super´ındice
0 indica que los campos no son, todav´ıa, auto-estados de masa y los sub´ındices i, j = 1, 2, 3
son los ı´ndices de generacio´n.
El lagrangiano corresponde a fermiones sin masa, no obstante, las masas aparecen cuando se
rompe espnta´neamente la simetr´ıa electrode´bil, es decir cuando el VEV del campo de Higgs
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es diferente de cero. Sustituyendo los te´rminos correspondientes obtenemos
−LY = e0iLMEij e0jR + u0iLMUij u0jR + d0iLMDij d0jR
+
1
v
[
e0iLM
E
ij e
0
jR + u
0
iLM
U
ij u
0
jR + d
0
iLM
D
ij d
0
jR
]
(ho + iηo)
+
√
2
v
[
ν0iLM
E
ij φ
+e0jR − d0iLMUijφ−u0jR + u0iLMDij φ+d0jR
]
+ h.c., (4-2)
donde se ha definido los elementos de la matriz de masa como MXij = η
X
ij v/
√
2. Con lo
anterior, es posible escribir el lagrangiano de Yukawa en forma matricial
−LY = E0LMEE0R + U0LMUU0R +D0LMDD0R
+
[
E0LM
EE0R +D
0
LM
DD0R
] (ho + iηo)
v
+ U0LM
UU0R
(ho − iηo)
v
+
√
2
v
[
N0LM
EE0Rφ
+ + U0LM
DD0Rφ
+ −D0LMUU0Rφ−
]
+ h.c. (4-3)
Ahora es posible convertir los campos del lagrangiano de Yukawa en auto-estados de masa
a trave´s de transformaciones unitarias definidas por las matrices unitarias SL, TL(R), VL(R)
y WL(R) de la siguiente manera
NL = SLN
0
L, EL = TLE
0
L, UL = VLU
0
L, DL = WLD
0
L,
ER = TRE
0
R, UR = VRU
0
R, DR = WRD
0
R. (4-4)
Estas transformaciones unitarias tambie´n diagonalizan las matrices de masa, es decir
MdiagE = TLM
ET †R, M
diag
U = VLM
UV †R, M
diag
D = WLM
DW †R. (4-5)
Definiendo las matrices I = SLT
†
L y V = VLW
†
L (llamada matriz de mezcla de Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa o matriz CKM). Los elementos de estas matrices se han medido experi-
mentalmente. No´tese que no existe mezcla en el sector lepto´nico debido que el acoplamiento
de Yukawa entre el Higgs y los leptones es el mismo y la mezcla en el sector de quarks implica
que los acoplamientos de Yukawa no actu´an de manera igual sobre los quarks sino que se
combinan entre ellos. Sustituyendo las matrices I y V , se encuentra que el lagrangiano de
Yukawa tiene la forma expl´ıcita
−LY = meieiei +muiuiui +mdididi
+
g
2Mw
(
meieiei +muiuiui +mdididi
)
ho
+
ig
2Mw
(
meieiγ
5ei −muiuiγ5ui +mdidiγ5di
)
ηo
+
gme1√
2Mw
νiPReiφ
+ +
g√
2Mw
ui
[
mdjPR −muiPL
]
Vijdjφ
+
+
gme1√
2Mw
eiPLνiφ
− +
g√
2Mw
di
[
mdjPL −muiPR
]
V ∗ijujφ
−, (4-6)
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donde MW = gv/2. Se puede observar que todos lo fermiones ele´ctricamente cargados ad-
quieren masa, mientras que los neutrinos del MEE (de quiralidad izquierda) no adquieren
masa. La razo´n por la cual los neutrinos del MEE no adquieren masa despue´s de la RES
electrode´bil, es porque los neutrinos solamente tiene quiralidad izquierda (es decir no existen
neutrinos de quiralidad derecha en el MEE).
4.4. Extensio´n de Majorana y te´rmino de masa de
Dirac-Majorana
Consideramos el MEE extendido con la inclusio´n de la componente quiral derecha νR pa-
ra el neutrino1. Tal componente derecha ser´ıa un singlete bajo todas las interacciones de
SU(2)L ⊗ U(1)Y , es decir, no presentar´ıa interacciones electrode´biles sino u´nicamente de
tipo gravitacional, por lo cual se denomina neutrino este´ril. Esta inclusio´n implica que la
densidad lagrangiana de Yukawa puede contener tambie´n un te´rmino de masa de Majorana
para este campo este´ril [18, 66]. Los te´rminos de masa siempre mezclan campos con proyec-
ciones de quiralidad opuestas. Si se tienen los campos vL y NR con quiralidades izquierda y
derecha respectivamente, entonces los te´rminos de de masa en el lagrangiano son
LMRY =
1
2
mRξRν
T
RCˆ
†νR + h.c., (4-7)
siendo ξR ≡ eiδR una fase propia del campo de quiralidad derecha. Por otro lado, ya que
existe una componente de quiralidad derecha entonces el MEE permite la existencia de un
te´rmino de masa de Dirac, que se generar´ıa mediante la RES electrode´bil, correspondiente
a [18, 66]
LDY = −mDνRνL + h.c. (4-8)
Por lo anterior, en general, es posible tener un te´rmino de Yukawa para el neutrino que
involucre los te´rminos de masa de Majorana para el campo quiral derecho e izquierdo y el
te´rmino de masa de Dirac [18, 66]
LM+DY = LMLY + LMRY LDY
=
1
2
mLe
iδLνTL Cˆ
†νL +
1
2
mRe
iδRνTRCˆ
†νR −mDνRνL + h.c. (4-9)
Este te´rmino de masa se denomina te´rmino de masa de Dirac-Majorana. Es importante ver
que, a diferencia de todos los dema´s fermiones del MEE (quarks y leptones cargados), el
neutrino es el u´nico campo que puede poseer te´rminos de masa de Majorana. Adema´s, es
de notarse que al incluir el te´rmino de Majorana se esta´ suponiendo la violacio´n del nu´mero
1adicio´n de un nuevo te´rmino (acople) en el lagrangiano de Yukawa
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lepto´nico [67]. No´tese que en el te´rmino de masa de Majorana del neutrino νR, se puede
eliminar la fase que aparece en el te´rmino (4-7) [18]
νR → e−i
δR
2 νR, (4-10)
no obstante, esta transformacio´n altera el te´rmino de Dirac (4− 8), por lo que es necesario
realizar una transformacio´n del campo νR → e−i
δR
2 νR con el fin de que la masa de Dirac sea
real y positiva. Sin embargo, la transformacio´n de νR afecta el te´rmino de Majorana asociado
a tal campo, por lo que es evidente que la masa mL esta´ multiplicada por una fase. Adema´s,
ya que tal fase no puede eliminarse sin alterar las otras partes del te´rmino de masas, se
evidencia que mL es compleja [18]. No obstante, a diferencia del estudio de las oscilaciones,
es posible considerar aqu´ı que la masa mL en general pertenece a los complejos, ya que los
campos quirales no son observables f´ısicamente y no corresponden a los estados con masa
definida. Sin embargo, por simplicidad en el tratamiento, se considerara´ mL real [18].
Por otro lado, aunque el te´rmino de masa de Majorana para νL no esta´ permitido por las
simetr´ıas del MEE, como ya fue mencionado, el te´rmino de masa de Majorana de νR si lo
esta´, por lo que si en el te´rmino de Dirac-Majorana se tuviera mL = 0, entonces el te´rmino
de masa de Majorana de νR estar´ıa permitido en el marco del MEE extendido con el singlete
con quiralidad derecha νR. Ahora bien, sin tener en cuenta la permisividad o no del te´rmino
de Dirac-Majorana en el MEE, es necesario estudiar las consecuencias del mismo en las
propiedades del neutrino. Para tal fin, se reescribira´ el te´rmino (4−9) de la siguiente manera
[18, 66]
LM+DY =
1
2
NTL Cˆ
†MNL + h.c., (4-11)
con [18, 66]
NL =
(
νL
CˆνR
T
)
=
(
νL
νcR
)
, Mν =
(
mL mD
mD mR
)
, (4-12)
donde νcR ≡ (νR)c. Es evidente aqu´ı que los campos νL y νR no poseen masas bien definidas
debido a la existencia del te´rmino de Dirac. Por tanto, es necesario diagonalizar la matriz
Mν , lo cual se se llevara´ a cabo mediante la transformacio´n unitaria [18][66]
Nl = UnL, (4-13)
siendo
nL =
(
ν1L
ν2L
)
, (4-14)
los campos con masas bien definidas. La matriz U debe ser tal que
UTMνU = diag(m1,m2), (4-15)
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con mα ≥ 0. La transformacio´n anterior permite escribir la densidad (4− 11) como
LM+DY =
1
2
∑
α=1,2
mαν
T
αLCˆ
†ναL + h.c., (4-16)
en donde es evidente que la diagionalizacio´n del te´rmino de Dirac-Majorana implica que los
campos con masas bien definidas son fermiones del tipo Majorana. Por otro lado, es necesa-
rio no confundir la anterior diagonalizacio´n con el estudio que se presentara´ en el siguiente
cap´ıtulo sobre las oscilaciones de neutrinos de Majorana. En el estudio de la diagonalizacio´n
se partira´ del hecho de que deben existir al menos dos campos de sabor con el fin de que
haya oscilaciones, mientras que aqu´ı se posee un u´nico campo de sabor νL , por tanto no es
posible que haya oscilaciones de sabor. Sin embargo, como se vera´ ma´s adelante, existe la
posibilidad de que haya oscilaciones entre estados activos (de sabor) y este´riles.
Para encontrar los valores de las masas mα se tomara´ la siguiente matriz de mezcla [18, 5]
U =
(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ
)(
ϕ1 0
0 ϕ2
)
, (4-17)
con el a´ngulo de mezcla θ entre los campos activos y este´riles definidos por
tan 2θ =
2mD
mR −mL , (4-18)
y ϕα definido para que las masas sean positivas. Las masas de los estados masivos esta´n
dadas por [18, 66]
m1,2 =
1
2
[
mL +mR ±
√
(mL −mR)2 + 4mD − (mL +mR)
]
ϕ22,1. (4-19)
Ya que m2 > 0, en todos los casos, se puede elegir ϕ2 = 1, mientras que para m1 existe la
posibilidad de que sea negativo si mLmR < m
2
D, por tanto es necesario que [18, 5]
ϕ1 = i, (4-20)
por lo cual
m1 =
1
2
[√
(mL −mR)2 + 4mD − (mL +mR)
]
, (4-21)
de esta manera, se obtiene la matriz de mezcla dada por [18, 5]
U =
(
i cos θ sin θ
−i sin θ cos θ
)
. (4-22)
Por otro lado, si mLmR > m
2
D se tiene que ϕ = 1, por lo que la matriz de mezcla estara´ dada
por [18, 5, 66]
U =
(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ
)
, (4-23)
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Adicionalmente, es importante tener en cuenta el significado de los campos quirales νL y ν
c
R,
y los campos masivos ν1L y ν2L. Los campos νL y ν
c
R son campos activos y este´riles respecto
a las interacciones de´biles, como ya se hab´ıa mencionado, mientras que el te´rmino de masa
de Dirac implica la posibilidad de que se presenten oscilaciones entre neutrinos este´riles y
activos. As´ı, si un neutrino se crea en un proceso de interaccio´n de´bil, la densidad lagrangiana
de tal proceso de corriente cargada esta´ dada por [18]
Lcc = − g√
2
∑
α=1,2
(U?1αναLγ
µαLWµ) + h.c., (4-24)
por lo que en un proceso dado, se tiene la superposicio´n de los dos neutrinos masivos. De esta
manera, al evolucionar en el espacio-tiempo, y debido a que las fases de estos poseen distintas
evoluciones, existe una probabilidad oscilatoria de la componente activa. Evidentemente, la
componente este´ril no se puede detectar, pero su efecto se percibe en la desaparicio´n del
neutr´ıno activo [18].
A continuacio´n, se estudiara´n cuatro distintos escenarios para los posibles valores de las
masas ml, mR, mD [18].
4.4.1. Mezcla ma´xima
Para este caso se supone que
mL = mR, (4-25)
as´ı los valores de las masas de los campos con masas definidas sera´n
m1,2 = mL ±mD, (4-26)
si mD < mL y por tanto, ϕ1 = 1 y el a´ngulo de mezcla θ =
pi
4
. Ahora, si mD > mL, ϕ1 = i y
el a´ngulo de mezcla sera´ de nuevo θ = pi
4
, dando como resultado
ν1L = − i√
2
(νL − νcR), (4-27)
ν2L = − 1√
2
(νL − νcR), (4-28)
4.4.2. L´ımite de Dirac
Para este caso se tiene que
mL = mR = 0, (4-29)
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por lo tanto los neutrinos son part´ıculas masivas de Dirac implicando que
m1 = mD =⇒ ϕ1 = i, (4-30)
m2 = mD =⇒ ϕ2 = 1, (4-31)
con lo cual es evidente que los dos neutrinos masivos poseen la misma masa y paridades de
CP opuestas. Es este caso se puede definir el campo de Dirac
ν =
1√
2
(iν1 + ν2) = νL + νR, (4-32)
as´ı puede decir que un campo de Dirac neutro es equivalente a dos campos de Majorana con
masas degeneradas y paridades de CP opuestas.
4.4.3. Neutrinos pseudo-Dirac
Otro caso interesante es aquel en el que
mL,mR  mD, (4-33)
por lo que se tiene que
m1,2 ≈
(
mL +mR
2
±mD
)
ϕ22,1. (4-34)
En este caso se observa que m1 < 0, por lo que se debe definir ϕ1 = i, con lo cual
m1,2 ≈ mD ± mL +mR
2
, (4-35)
as´ı los dos estados masivos de neutrino tienen paridades CP opuestas y son casi degenerados
en masas, por eso se les denomina neutrinos pseudo-Dirac, ya que resulta muy dif´ıcil de
distinguirlos de los neutrinos de Dirac obtenidos en la anterior seccio´n. La u´nica manera de
revelar que son neutrinos tipo pseudo-Dirac, es a trave´s de las oscilaciones neutrino activo-
este´ril.
4.5. Mecanismo see saw (MSS)
4.5.1. MSS para el caso de una generacio´n
El escenario ma´s interesante e importante que se presenta en el te´rmino de Dirac-Majorana
es aquel en el que [18, 5, 66]
mD  mR,mL = 0. (4-36)
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La u´ltima suposicio´n es natural e implica que el te´rmino de Dirac-Majorana respeta las
simetr´ıas del MEE, como ya hab´ıa sido mencionado. Adema´s, las masas de las part´ıculas
con masas definidas toman la forma [18, 66]
m1 ≈ −m
2
D
mR
ϕ21, (4-37)
m2 ≈ mR. (4-38)
Como es posible observar, en este caso se tiene que ν2 es muy pesado y ν1 es muy ligero,
ya que su masa esta´ suprimida por la razo´n mD
mR
, respecto a mD. Ahora bien, se tiene que el
a´ngulo de mezcla es muy pequen˜o [18, 5]
tan 2θ =
mD
mR
 1, (4-39)
lo cual implica que
θ ≈ mD
mR
 1, (4-40)
luego los campos tendra´n la expansio´n [18, 5]
ν1L = −i cos θνL + sin θνcR ≈ −iνL, (4-41)
ν2L = i sin θνL + cos θν
c
R ≈ νcR, (4-42)
con lo cual el campo activo νL esta´ mayormente compuesto por el campo con masa pequen˜a
ν1L, mientras que el campo este´ril esta´ compuesto por el campo ν2L supermasivo. Este es
el conocido mecanismo see saw (balanc´ın, en espan˜ol), ya que cuanto mayor sea mR, mL
sera´ ma´s pequen˜o, por lo cual, el MSS da una muy satisfactoria explicacio´n de la pequen˜ez
de la masa del neutrino activo comparada con la masa de los dema´s fermiones del MEE.
Esto se hace evidente si se tiene en cuenta que la masa de Dirac mD debe ser del orden de
los 102 GeV , es decir del orden de la escala de RES electrode´bil, ya que el te´rmino de masa
de Dirac esta´ protegido por las simetr´ıas del MEE.
Por otro lado, ya que el te´rmino de masa de Majorana de νR no esta´ protegido por el MEE,
este debe tener el orden de magnitud del rompimiento de simetr´ıa de la teor´ıa unificada
a altas energ´ıas. Por ende, el neutrino ligero esta´ suprimido por una razo´n muy pequen˜a
mD
mR
∼ 10−14 − 10−12 respecto a la masa del lepto´n cargado y del quark tipo up de la misma
familia [18].
4.5.2. Te´rmino de Dirac-Majorana para n generaciones
Hasta ahora la discusio´n de la generacio´n de masa para los neutrinos fue realizada para el caso
en el cual se consideraba una u´nica generacio´n. Aunque se sabe que existen tres generaciones
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de fermiones a partir de los distintos datos experimentales [68], en la presente seccio´n se
desarrollara´ el estudio del te´rmino de masa de Dirac-Majorana para el caso en el que existan
n-generaciones para dar un tratamiento lo ma´s general posible.Por tanto, existira´n n-campos
activos ναiL (αn sabores correspondientes) y se incluira´n al MEE n-campos este´riles νsR. De
esta manera, se tendra´ que el te´rmino de masa de Dirac-Majorana es ahora
LM+DY = LMLY + LMRY + LDY , (4-43)
siendo
LMLY =
1
2
n∑
i,j=1
νTαiLCˆ
†MαiαjL ναjL + h.c., (4-44)
LMRY =
1
2
n∑
s,s′=1
νTsRCˆ
†M ss
′
R νs′R + h.c., (4-45)
LDY = −
∑
j
∑
s
νsRM
sαj
D ναjL + h.c. (4-46)
Las matrices ML, MR y MD son matrices n × n y se tomara´n como complejas, adema´s las
matrices de Majorana ML y MR corresponden a matrices sime´tricas. De manera similar al
caso de una generacio´n, se definira´n los vectores
NL =
(
νL
CˆνR
T
)
=
(
νL
νcR
)
, (4-47)
con
νL =
 να1L...
ναnL
 , νcR =
 ν
c
s1R
...
νcsnR
 (4-48)
y la matriz simetr´ıca de 2n× 2n
MM+Dν =
(
ML (MD)
T
MD MR
)
. (4-49)
Por tanto, el te´rmino de masa de Dirac-Majorana puede escribirse como
LM+DY =
1
2
NTL Cˆ
†MM+Dν NL + h.c. (4-50)
De nuevo, los campos de neutrinos con masas definidas se escribira´n mediante el uso de la
matriz unitaria V νL
NL = V
ν
LnL con nL =
 ν1L...
ν2nL
 , (4-51)
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de esta manera es evidente que por cada n-generaciones de neutrinos existira´n 2n-campos
con masas definidas, ya que se ha supuesto la existencia de un neutrino este´ril por cada
generacio´n. Este supuesto se ha tomado por simplicidad, ya que no existe ninguna restriccio´n
sobre el nu´mero de campos este´riles en la teor´ıa. Ahora bien, la matriz unitaria V νLnL se escoge
para diagonalizar la matriz MM+Dν
(V νL )
TMM+Dν V
ν
L = Mν , con (Mν)ab = maδab (a, b = 1, . . . , 2n), (4-52)
por tanto, los campos con masas definidas sera´n fermiones de Majorana ya que
LM+DY =
1
2
nLCˆ
†MνnL + h.c. =
1
2
2n∑
a=1
νTaLCˆ
†νaL + h.c. (4-53)
4.5.3. MSS para el caso de n generaciones
En el caso de n-generaciones, la diagonalizacio´n de la matriz MM+Dν no es trivial, por lo cual
es necesario tomar algu´n tipo de aproximacio´n. La aproximacio´n ma´s adecuada es considerar
el escenario de see saw, similar al caso de una generacio´n, por lo cual se elegira´ ML = 0. As´ı,
la matriz MM+Dν toma la forma
MM+Dν =
(
0 (MD)
T
MD MR
)
. (4-54)
Adicionalmente, se supone que los elementos de la matriz MR son mucho ma´s grandes que
los elementos de MD
(MD)kj  (MR)kj. (4-55)
La justificacio´n f´ısica de estas consideraciones es la misma que en el caso de una generacio´n,
ML esta´ prohibida por las simetr´ıas del MEE, mientras que MR se genera por la f´ısica de
altas energ´ıas. Si se cumple que los valores propios de MR son mucho ma´s grandes que los
valores propios de MD, la matriz (4− 54) puede diagonalizarse por bloques, hasta te´rminos
de orden (MR)
−1MD
(W νL)
TMM+Dν W
ν
L =
(
MLig 0
0 MPes
)
, (4-56)
con
W νL =
(
1− 1
2
M †D(MRM
†
R)
−1MD M
†
D(M
†
R)
−1
−M−1R MD 1− 12M−1R MDM †DM †−1R
)
. (4-57)
La matriz de nxn de neutrinos ligeros activos MLig y la matriz de campos este´riles super-
masivos MPes esta´n dadas por
MLig ≈ −MTDM−1R MD, MPes ≈MR., (4-58)
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de esta manera, el MSS se implementa por supresio´n de las masas de los neutrinos livianos
respecto a los elementos de la matriz de masa de Dirac por el factor MTDM
−1
R , mientras
que las masas de los neutrinos pesados esta´n dadas por los valores propios de la matriz
MR. Sin embargo, los valores de las masas livianas pueden variar dependiendo de los valores
espec´ıficos de los elementos de MD y MR.
4.6. MSS tipo I en el MSID
El lagrangiano de interaccio´n para el sector lepto´nico del MSID estd´ado por
−LY ukawa = LiL
(
ηijΦ + ξijΦ˜
)
LjR +
i
2
ζij
(
LTiLCτ24LLjL + LTiRCτ24RLjR
)
+ h.c., (4-59)
donde las constantes de acoplamiento de Yukawa son matrices 3× 3 no diagonales, que son
consistentes con el gauge. Las simetr´ıas de paridad se representan por ξ, η y ζ, mientras
que C = iγ2γ0 es la matriz de conjugacio´n de carga. Despue´s de la RES, las componentes
neutras del campo de Higgs toman VEV (3− 48). Los cuatro campos complejos pueden ser
expandidos en te´rminos de ocho campos reales como sigue
φ01 =
(
φ0r1 + iφ
0i
1 + k1
)
eiα/
√
2, (4-60)
φ02 =
(
φ0r2 + iφ
0i
2 + k2
)
/
√
2, (4-61)
δ0L =
(
δ0rL + iδ
0i
L + v1
)
/
√
2, (4-62)
δ0R =
(
δ0rR + iδ
0i
R + v1
)
eiθR/
√
2, (4-63)
donde i, j denotan las diferentes generaciones. Realizando la expansio´n se tiene que
LY uk = η˜l
(
νL eL
)( k1eiα1 0
0 k2e
iα2
)(
νR
eR
)
+ ξ˜l
(
νL eL
)( k2e−iα2 0
0 k1e
−iα1
)(
νR
eR
)
+iζ
[(
νTL e
T
L
)
C
(
0 −i
i 0
)(
0 0
vLe
iθL 0
)(
νL
eL
)
+
(
νTR e
T
R
)
C
(
0 −i
i 0
)(
0 0
vRe
iθR 0
)(
νR
eR
)]
, (4-64)
LY ukawa = η˜lνLk1eiα1νR + η˜leLk2eiα1eR + η˜leLk2e−iα2νR + η˜leLk1e−iα1eR
+iζ
[−iνTLCvLeiθLνL + νTRCvReiθRνR]+ h.c. (4-65)
Para el sector lepto´nico se tiene que
(Me)ij = eL
[
η˜lijk2e
iα2 + η˜lijk1e
−iα1
]
eR. (4-66)
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La matriz de masa de Dirac de los neutrinos se supone que es similar a la matriz de masa
de los leptones cargados, es decir
(Mν)ij = νLi
[(
η˜l
)
ij
k1e
iα1 +
(
η˜l
)
ij
k2e
−iα2
]
νRj+iζij
[−iνTLiCvLeiθLνLj + νTRiCvReiθRνRj]+h.c.
(4-67)
La matriz de acople de Majorana-Yukawa ζij puede ser diagonalizada por una transformacio´n
ortogonal sobre los campos νR. Debido a que en general esta matriz es sime´trica y real,
entonces se tiene que
NR = OTRνR, νR = ORNR, νTR = NTROTR. (4-68)
Trabajando en esta base, tenemos que
OTRζOR = ζdiag = ζd, (4-69)
y la matriz de masa de neutrinos es
(Mν)ij = νLi
[
ηlijk1e
iα1 + ηlijk2e
−iα2]NRj + iζij [−iνTLiCvLeiθLνLj +NTRiCNReiθRνRj]+ h.c.
(4-70)
Equivalentemente, en forma matricial se tiene
(
νTL N
T
Ri
)( ζijvLeiθL k1ηlijeiα1 + k2ηlije−iα2
k1e
iα1ηlTij + k2η
lT
ij e
−iα2 (ζij)diag vRe
iθR
)(
νL
NRj
)
.
(4-71)
Reescribiendo la matriz de masa de neutrinos se obtiene
Mν =
(
ML
(
MD
)T
MD ML
)
. (4-72)
Diagonalizando la matriz de masa de neutrinos 6× 6, es posible encontrar que la matriz de
masa de neutrinos ligeros tiene la forma
Mlig ≈ML −MTDM−1R MD, (4-73)
MPes ≈MR + 1
2
[
MTDM
†
DM
−1∗
R + M
−1∗
R M
∗
DM
†
D
]
. (4-74)
Dejando
mν = ζvLe
iθ − k
2
1
vR
(
ηζ−1d η
T
)
ei(2α1−θR) − k
2
2
vR
(ξζ−1ξT )ei(2α2−θR)
−k1k2
vR
(ηζ−1d ξ
T )ei(α1+α2−θR) − k1k2
vR
(ξζ−1d η
T )ei(α1+α2−θR). (4-75)
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A partir de las transformaciones unitarias (3-48), en general con γR = θR/2, se tiene
mν = ζvLe
i(θL−2γL) − k
2
1
vR
(
ηζ−1d η
T
)
ei(2α1+2γL−θR) − k
2
2
vR
(ξζ−1ξT )ei(2α2−2γL)
−k1k2
vR
(ηζ−1d ξ
T )ei(α1+α2−θR) − k1k2
vR
(ξζ−1d η
T )ei(α1+α2−θR), (4-76)
y con γL = θL/2
mν = ζvL − k
2
1
vR
(
ηζ−1d η
T
)
ei(2α1+γL−θR) − k
2
2
vR
(ξζ−1ξT )ei(2α2−θL)
−k1k2
vR
(ηζ−1d ξ
T )ei(α1+α2−θR) − k1k2
vR
(ξζ−1d η
T )ei(α1+α2−θR). (4-77)
Ya que el lagrangiano de Yukawa es invariante bajo las transformaciones unitarias de los
campos fermio´nicos y los campos escalares, es decir considerando las relaciones (3-45), (3-
46) y (3-47) podemos reescribir la expresio´n (4-67)
(Mν)ij = νiL
[
k1e
i(α1+γL−γR)ηlij + k2e
−i(α2+γR−γL)ξlij
]
NjR
+ζij
[
vLe
i(θL−2γL)νTiLCνjL + vRe
i(θR−2γR)NTiRCNjR
]
, (4-78)
que en forma matricial adquiere la forma
(Mν)ij =
(
ζvLe
i(θL−2γL) k1ei(α1+γL−γR)ηlij + k2e
−i(α2+γR−γL)ξlij
k1e
i(α1+γL−γR)(ηlij)
T + k2e
−i(α2+γR−γL)(ξlij)
T ζvLe
i(θL−2γL)
)
.(4-79)
Diagonalizando esta matriz de masa de neutrinos, se obtiene la matriz de masa de neutrinos
ligeros [33]
mν = ζvLe
i(θL−2γL) − k
2
1
vR
(
ηζ−1d η
T
)
ei2(α1+γL−γR) − k
2
2
vR
(ξζ−1ξT )e−i2(α2+γR−γL)
−k1k2
vR
(ηζ−1d ξ
T )ei(α1−α2+2γL−2γR) − k1k2
vR
(ξζ−1d η
T )ei(α1−α2+2γL−2γR). (4-80)
Reescribiendo (4-80) se encuentra que
mν = ζvLe
i(θL−2γL) − k
2
1
vR
(
ηζ−1d η
T
)
ei2(α1+γ) − k
2
2
vR
(ξζ−1ξT )e−i2(α2+γ)
−k1k2
vR
(ηζ−1d ξ
T )eiβ − k1k2
vR
(ξζ−1d η
T )eiβ, (4-81)
con
γ = γL − γR,
β = α1 − α2 + 2γL − 2γR. (4-82)
Esta expresio´n corresponde con la matriz de masa de neutrinos ligeros mas general posible
en el MSID. Hasta donde conocemos, es una expresio´n no reportada en la literatura.
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Escogenc´ıa de fases
Tipo I En este tipo de fase escogemos
γR =
θR
2
,
γL = γR − α1, (4-83)
que al aplicarla en (4-81), obtenemos
mν = ζvLe
iθ − k
2
1
vR
(
ηζ−1d η
T
)− k22
vR
(ξζ−1d ξ
T )e−iα
− k1k2
vR
(ηζ−1d ξ
T )eiα − k1k2
vR
(ξζ−1d η
T )e−iα, (4-84)
en donde α = α1 + α2 y θ = θL − θR + 2α1, es decir la fuente de violacio´n de CP proviene
de dos fases.
Tipo II En este tipo de fase escogemos
γL =
θL
2
,
γR = γL − α2, (4-85)
que al aplicarla en (4-81), obtenemos
mν = ζvLe
iθ − k
2
1
vR
(
ηζ−1d η
T
)
ei2α − k
2
2
vR
(ξζ−1d ξ
T )
− k1k2
vR
(ηζ−1d ξ
T )eiα − k1k2
vR
(ξζ−1d η
T )e−iα, (4-86)
con α = α1 +α2. En esta expresio´n se encuentra que en el primer y el tercer te´rmino la u´nica
fuente de violacio´n de CP es la fase α, la cual esta´ relacionada con las fases del bidoblete
escalar α1 y α2.
Caso particular k2  k1
Un caso particular de estudio se tiene cuando k1/k2 ∼ mt/mb [61, 69]. En el MSS se asume
que la matriz de masa de Dirac de los neutrinos es similar a la matriz de masa de leptones
cargados y asumiendo que ηl ∼ ξl en el lagrangiano de Yukawa, la matriz de masa de Dirac.
As´ı omitiendo te´rminos de k2, la matriz de masas de las tres generaciones de neutrinos
esta´ dada por
(Mν)ij = νiLk1e
iα1(η˜)ijνRj + ζij
[
vLe
iθLνTiLCνjL + vRe
iθRvTiRCvjR
]
+ h.c. (4-87)
La matriz de acoplamiento de Yukawa-Majorana ζij es real y sime´trica, de tal forma que
puede ser diagonalizada por la transformacio´n ortogonal dada sobre los campos νR. En la
4.7 MSS tipo I en el M2DH-III extendido 57
base transformada es posible obtener la matriz de masa para neutrinos, la cual se puede
escribir como [70]
(Mν)ij =
(
ζvLe
iθ k1e
iαηlij
k1e
iα1(ηlij)
T ζdvRe
iθR
)
. (4-88)
Diagonalizando la matriz de masa de neutrinos, se encuentra la matriz de masa de neutrinos
ligeros esta´ dada por
mν = ζvLe
iθ − k
2
1
vR
(
ηζ−1d η
T
)
ei(2α1−θR). (4-89)
4.7. MSS tipo I en el M2DH-III extendido
El sector lepto´nico se encuentra a partir de
−LlY = LIII−lY + LExt−lY , (4-90)
donde LlY representa el lagrangiano de Yukawa del sector lepto´nico (ma´s la inclusio´n del
te´rmino de masa para los neutrinos de Dirac), LIII−lY representa el lagrangiano del M2DH-III,
sin quiralidad derecha para los neutrinos y LExt−lY representa una extensio´n del lagrangiano,
donde hemos asumido que NRj = νjR. Por lo anterior
−LExt−lY = L0LiηEijΦ1E0Rj + L0LiξEijΦ2E0Rj + L0LiηNij Φ˜1N0Rj + L0LiξEij Φ˜2N0Rj + h.c. (4-91)
Reescribiendo este lagrangiano, se tiene que
−LExt−lY = L0Li
(
ηEij ξ
E
ij
)( Φ˜1
Φ˜2
)
N0Rj + L
0
Li
(
ηEij ξ
E
ij
)( Φ1
Φ2
)
E0Rj + h.c. (4-92)
Basados en las definiciones de los campos y los dobletes, y reemplazando en el lagrangiano
de Yukawa obtenemos en forma matricial que
−LExt−lY =
(
ν0Li e
0
Li
)
ηEij
(
φ+1
φ01
)
e0Rj +
(
ν0Li e
0
Li
)
ξEij
(
φ+2
φ02
)
e0Rj (4-93)
+
(
ν0Li e
0
Li
)
ηNij
(
φ01
−φ−1
)
ν0Rj +
(
ν0Li e
0
Li
)
ξNij
(
φ02
−φ−2
)
ν0Rj + h.c.
Realizando los productos
−LExt−lY = ν0iLηEijφ+1 e0jR + e0iLηEijφ01e0jR + ν0iLξEijφ+2 e0jR + e0iLξEijφ02e0jR (4-94)
+ν0iLη
N
ij φ
+
1 ν
0
jR − e0iLηEijφ−1 ν0jR + ν0iLξNij φ02ν0jR − e0iLξEijφ−2 ν0jR + h.c.,
despue´s de factorizar se encuentra que
−LExt−lY = ν0iL(ηEijφ+1 + ξEijφ+2 )e0jR + e0iL(ηEijφ01 + ξEijφ02)e0jR
+ν0iL(η
N
ij φ
0
1 + ξ
N
ij φ
0
2)ν
0
jR − e0iL(ηNij φ−1 + ξNij φ−2 )ν0jR + h.c. (4-95)
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Definiendo las matrices
N =

ν1
ν2
ν3
...
 , E =

e1
e2
e3
...
 , (4-96)
el lagrangiano de Yukawa en forma matricial se escribe como
−LExt−lY = N0iL(ηEφ+1 + ξEφ+2 )E0jR + E0iL(ηEφ01 + ξEφ02)E0jR
+ N0iL(η
Nφ01 + ξ
Nφ02)N
0
jR + E
0
iL(η
Nφ−1 + ξ
Nφ−2 )N
0
jR + h.c. (4-97)
Los te´rminos dentro de los pare´ntesis se pueden reescribir como
ηφ±1 + ξφ
±
2 =
g√
2MW
MG±w +
g cot β√
2MW
MH± − η
sin β
H±, (4-98)
ηφ01 + ξφ
0
2 = M +
ig
2MW
MG0Z −
ig cot β
2MW
MA0 − i√
2 sin β
ηA0
+
g
2MW sin β
M(sinαH0 + cosαh0)
− i√
2 sin β
η
[
sin (α− β)H0 + cos (α− β)h0] , (4-99)
con lo cual, el lagrangiano de Yukawa ahora se escribe como
−LlY = LIII−lY +N0iL(ηNφ01 + ξNφ02)N0jR + E0iL(ηNφ−1 + ξNφ−2 )N0jR + h.c, (4-100)
−LlY = LIII−lY + E0L
(
g√
2MW
MNG±w +
g cot β√
2MW
MNH± − η
sin β
H±
)
N0R
+ N0L
(
MN +
ig
2MW
MNG0Z −
ig cot β
2MW
MNA0 − i√
2 sin β
ηNA0
)
N0R
+ N0L
(
g
2MW sin β
MN(sinαH0 + cosαh0)
)
N0R
− N0L
(
i√
2 sin β
ηN
[
sin (α− β)H0 + cos (α− β)h0])N0R, (4-101)
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−LlY =
g√
2Mw
(
N0LM
EE0RG
+
w −D0LMUU0RG−w + U0LMDD0RG+w − E0LMNN0RG−w
)
+
g cot β√
2Mw
(
N0LM
EE0RH
+ −D0LMUH−U0R + U0LMDH+D0R − E0LMNN0RH−
)
− 1
sin β
(
N0Lη
EE0RH
+ −D0LηUU0RH− + U0LηDD0RH+ − E0LMNN0RH−
)
+ h.c
+E0LM
EE0R + U
0
LM
UU0R +D
0
LM
DD0R +N
0
LM
NN0R
+
ig
2Mw
(
E0LM
EE0R + U
0
LM
UU0R +D
0
LM
DD0R +N
0
LM
NN0R
)
Goz
+
ig cot β
2Mw
(
E0LM
EE0R + U
0
LM
UU0R +D
0
LM
DD0R +N
0
LM
NN0R
)
Ao
− i√
2 sin β
(
E0Lη
EE0R + U
0
Lη
UU0R +D
0
Lη
DD0R +N
0
LM
NN0R
)
Ao
g
2Mw sin β
(
E0LM
EE0R + U
0
LM
UU0R +D
0
LM
DD0R + +N
0
LM
NN0R
)
[Ho sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
(
E0Lη
EE0R + U
0
Lη
UU0R +D
0
Lη
DD0R +N
0
LM
NN0R
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)] + h.c.
Como en la seccio´n anterior, convertimos estos campos del lagrangiano de Yukawa en auto
estados de masa con las transformaciones unitarias
NL = SLN
0
L, EL = TLE
0
L, UL = VLU
0
L, DL = WLD
0
L,
ER = TRE
0
R, UR = VRU
0
R, DR = WRD
0
R.
El adjunto conjugado es
NL = N0LS
†
L, EL = E
0
LT
†
L, UL = U
0
LV
†
L DL = D
0
LW
†
L,
ER = E0RT
†
R, UR = U
0
RV
†
R, DR = D
0
RW
†
R.
Con lo anterior, es posible encontrar que
NR = SRN
0
R, NR = N
0
RS
†
R.
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Las transformaciones unitarias permiten obtener los estados propios de masa diagonalizados
MdiagN = SLM
NS†R, por lo tanto
−LlY = LIII−lY +
g√
2Mw
(
−E0LT †LTLS†LSLMNS†RSRN0RG−w
)
+
g cot β√
2Mw
(
−E0LT †LTLS†LSLMNS†RSRN0RH−
)
− 1
sin β
(
−E0LT †LTLS†LSLηNS†RSRN0RH−
)
+N0LS
†
LSLM
NS†RSRN
0
R
+
ig
2Mw
(
N0LS
†
LSLM
NS†RSRN
0
R
)
Goz
+
ig cot β
2Mw
(
N0LS
†
LSLM
NS†RSRN
0
R
)
Ao
− i√
2 sin β
(
N0LS
†
LSLη
NS†RSRN
0
R
)
Ao
+
g
2Mw sin β
(
N0LS
†
LSLM
NS†RSRN
0
R
)
[Ho sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
(
N0LS
†
LSLη
NS†RSRN
0
R
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)] + h.c,
−LlY = LIII−lY +
g√
2Mw
(
−ELTLS†LMdiagN NRG−w
)
+
g cot β√
2Mw
(
−ELTLS†LMdiagN NRH−
)
− 1
sin β
(
−ELTLS†LηdiagN NRH−
)
+NLM
diag
N NR
+
ig
2Mw
(
NLM
diag
N NR
)
Goz
+
ig cot β
2Mw
(
NLM
diag
N NR
)
Ao
− i√
2 sin β
(
NLη
diag
N NR
)
Ao
+
g
2Mw sin β
(
NLM
diag
N NR
)
[Ho sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
(
NLη
diag
N NR
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)] + h.c.,
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con las matriz I = SLT
†
L (no existe mezcla para el sector lepto´nico)
−LlY = LIII−lY +
g√
2Mw
(
−ELMdiagN NRG−w
)
+
g cot β√
2Mw
(
−ELMdiagN NRH−
)
− 1
sin β
(
−ELηdiagN NRH−
)
+NLM
diag
N NR
+
ig
2Mw
(
NLM
diag
N NR
)
Goz
+
ig cot β
2Mw
(
NLM
diag
N NR
)
Ao
− i√
2 sin β
(
NLη
diag
N NR
)
Ao
+
g
2Mw sin β
(
NLM
diag
N NR
)
[Ho sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
(
NLη
diag
N NR
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)] + h.c.
Tomando el hermı´tico conjugado del segundo te´rmino dentro del pare´ntesis (ELM
diag
N NRY
−)† =
(E†Lγ
0MdiagN NRY
−)† = (N †Rγ
0†Mdiag†N ELY
+) = N †Rγ
0†MdiagU DLY
+ = NRM
diag†
N ELY
+, enton-
ces
−LlY = LIII−lY +
g√
2Mw
(
−NRMdiagN ELG+w
)
+
g cot β√
2Mw
(
−NRMdiagN ELH+
)
− 1
sin β
(
−NRMdiagN ELH+
)
+NLM
diag
N NR
+
ig
2Mw
(
NRM
diag
N NL
)
Goz
+
ig cot β
2Mw
(
NRM
diag
N NL
)
Ao
− i√
2 sin β
(
NRη
diag
N NL
)
Ao
+
g
2Mw sin β
(
NRM
diag
N NL
)
[Ho sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
(
NRη
diag
N NL
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)] + h.c.
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Podemos notar que si
NLMNR = N
†
Lγ
0MPRN = N
†PLγ0MPRN = N †γ0PRMPRN = N †γ0MPRPRN = NMNR,
NRMNL = N
†
Rγ
0MPLN = N
†PRγ0MPLN = N †γ0PLMPLE = N †γ0MPLPLN = NMNL,
entonces
NLMNR +NRMNL = NMNR +NMNL = NM(NR +NL) = NMN,
NLMNR −NRMNL = NMNR +NMNL = NM(NR −NL) = NMγ5N.
Teniendo en cuenta que
NRM
diag
N EL = N
†PRγ0M
diag
N PLE = NM
diag
E PLE,
suma´ndole el hermı´tico conjugado, se encuentra que
−LlY = LIII−lY +
g√
2Mw
(
−NMdiagN PLEG+w
)
+
g cot β√
2Mw
(
−NMdiagN PLEH+
)
− 1
sin β
(
−NMdiagN PLEH+
)
+ h.c,
+NMdiagN N
+
ig
2Mw
(
N(PL − PR)MdiagN N
)
Goz
+
ig cot β
2Mw
(
N(PL − PR)MdiagN N
)
Ao
− i√
2 sin β
(
N(PL − PR)MdiagN N
)
Ao
+
g
2Mw sin β
(
N(PL + PR)M
diag
N N
)
[Ho sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
(
N(PL + PR)M
diag
N N
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)] + h.c.
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Para los campos neutros, al sumarle el hermı´tico conjugado, en los coeficientes reales aparece
el te´rmino PR + PL = γ
5 o PR − PL = −γ5
−LlY = LIII−lY +
g√
2Mw
(
−NMdiagN PLEG+w
)
+
g cot β√
2Mw
(
−NMdiagN PLEH+
)
− 1
sin β
(
−NMdiagN PLEH+
)
+ h.c,
+NMdiagN N
+
ig
2Mw
(
−Nγ5MdiagN N
)
Goz
+
ig cot β
2Mw
(
−Nγ5MdiagN N
)
Ao
− i√
2 sin β
(
Nγ5MdiagN N
)
Ao
+
g
2Mw sin β
(
Nγ5MdiagN N
)
[Ho sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
(
Nγ5MdiagN N
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)] + h.c.,
entonces el lagrangiano de Yukawa extendido toma la forma
−LY = g√
2MW
(
NLM
diag
E PRE − URMdiagU V PLD + ULVMdiagD PRD −NMdiagN PLE
)
G+w
+
g cot β√
2MW
(
NLM
diag
E PRE − URMdiagU V PLD + ULVMdiagD PRD −NMdiagN PLE
)
H+
− 1
sin β
(
NLηEPREH
+ − URηUV PLD + ULV ηDPRD −NηdiagN PLE
)
H+ + h.c
+ EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D +NM
diag
N N
+
ig
2MW
(
EMdiagE γ
5E − UMdiagU γ5U +DMdiagD γ5D −Nγ5MdiagN N
)
G0z
+
ig cot β
2MW
(
EMdiagE γ
5E − UMdiagU γ5U +DMdiagD γ5D −Nγ5MdiagN N
)
A0
− i√
2 sin β
(
EηdiagE γ
5E − UηdiagU γ5U +DηdiagD γ5D −Nγ5MdiagN N
)
A0
+
g
2MW sin β
(
EMdiagE E − UMdiagU U +DMdiagD D +Nγ5MdiagN N
)
(H0 sinα + h0 cosα)
− g√
2 sin β
(
EηEE − UηUU +DηDD +Nγ5MdiagN N
)
[
H0 sin (α− β) + h0 cos (α− β)] .
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El sector lepto´nico del M2DH extendido antes de la RES queda determinado por
−LlY = L0LiηEijΦ1E0Rj + L0LiξEijΦ2E0Rj
+ L0Liη
N
ij Φ˜1N
0
Rj + L
0
Liξ
E
ij Φ˜2N
0
Rj
+
1
2
mijR(N
0
jR)
CN0jR + h.c., (4-102)
donde MνR es la matriz de masa de Majorana. Despue´s de la RES 〈Φi〉0 = νi√2 , se encuentra
que
−LlY = LIII−lY + LExt−lY = LYm + LYI , (4-103)
con LYI correspondiente al lagrangiano de interaccio´n y LYm al lagrangiano responsable de las
masas. Ya que es posible escribir tres tipos de te´rminos de masas para los neutrinos
Lνm = −
[
νRmDνL + νLm
†
DνR
]
−1
2
[
νRC˜mRνR
T + νTRC˜m
†
RνR
]
−1
2
[
νTL C˜m
†
LνL + νLC˜mLνL
T
]
,
el lagrangiano de masas que toma la forma
LmY = −E0LMEE0R +N0LMNN0R −
1
2
[
N0RC˜mRN
0
R
T
+N0TR C˜m
†
RN
0
R
]
− 1
2
[
N0TL C˜m
†
LN
0
L +N
0
LC˜mLN
0
L
T
]
, (4-104)
con
M l =
ηEv1 + ξ
Ev2√
2
MN =
ηNv1 + ξ
Nv2√
2
. (4-105)
Adicionalmente, si νRνL = −νTLνRT = νTL CˆCˆνRT = νcLνcR, entonces
νRνL =
1
2
[
νRνL + νcLν
c
R
]
. (4-106)
El lagrangiano Lνm puede escribirse como
Lνm = −
1
2
[(
νcL νR
)( mL MTD
mD MR
)(
νL
νcR
)]
+ h.c. (4-107)
Para el caso de 3 generaciones de neutrinos, los seis auto estados de masas denotados por
mi son los autovalores de la matriz
Mν =
(
mL m
T
D
mD mR
)
. (4-108)
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Primera diagonalizacio´n
La expresio´n (4-104) puede ser escrita como
−LmY = E0LMEE0R +
1
2
N0TL C
†MνN0L + h.c., (4-109)
con
N0L =
(
νL
CνR
)
=
(
νL
νCR
)
N0R =
(
CνL
νR
)
=
(
νCL
νR
)
, (4-110)
siendo N0L = ULNL y los campos con masa definida
NL =
(
N1L
N2L
)
, (4-111)
diagonalizan la matriz de masa
Mν =
(
mL m
T
D
mD mR
)
, (4-112)
mediante una transformacio´n biunitaria
UTMνU = diag(m1,m2,m3). (4-113)
Convertimos todos los campos del lagrangiano de Yukawa en estados propios de masa con
las transformaciones unitarias, rotando los campos a trave´s de
NL = SLN
0
L EL = TLE
0
L ν
C
jR = UR(ν
0
jR)
C
NR = SRN
0
R ER = TRE
0
R UR = S
∗
R.
,
Por lo anterior, el conjugado adjunto es
NL = N0LS
†
L, EL = E
0
LT
†
L,
NR = N0RS
†
R, ER = E
0
RT
†
R.
Las transformaciones unitarias adema´s de que permiten obtener los estados propios de masa,
tambie´n diagonalizan la matriz, es decir
MdiagE = TLM
ET †R = diag(me,mµ,mτ ),
MNdiag = SLM
NS†R = diag(m
ν
11,m
ν
22,m
ν
33),
MNdiagR = URM
NU †R = diag(m
ν
R11,m
ν
R22,m
ν
R33). (4-114)
Es u´til considerar el ejemplo sencillo, pero f´ısicamente interesante, de una u´nica familia de
neutrino. Imaginemos mL = 0 y mR  mD, en este caso la matriz 2× 2 se escribe como
Mν =
(
0 mTD
mD mR
)
. (4-115)
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Para el caso de intere´s f´ısico 3 × 3, de nuevo si la matriz mL es despreciable (auto valores
pequen˜os), la matriz de masa para los neutrinos Mν toma la forma (para el caso de 3
generaciones)
Mν =
(
0 mTD
mD mR
)
. (4-116)
Si los auto valores de mR son grandes comparados con los de mD, entonces de nuevo obtengo
un espectro de neutrinos, separados en dos sectores, uno ligero y otro pesado. La matriz
anterior puede diagonalizarse por bloques
(UνL)
T
(
0 mTD
mTD MR
)
UνL =
(
Mlig 0
0 Mpes
)
, (4-117)
UL =
( √
1−BB† B
−B† √1−B†B
)
, (4-118)
(UνL)
T MvU
ν
L =
( √
1−B∗BT −B∗
B∗
√
1−BTB∗
)(
0 MTD
MTD MR
)( √
1−BB† B
−B† √1−B†B
)
,
MLig = −B∗MD
√
1−BB† −
√
1−B∗BTMTDB† + B∗MRB†, (4-119)
MPes =
√
1−BTB∗MTDB + BTMTD
√
1−B†B +
√
1−BTB∗MTR
√
1−B†B, (4-120)
0 = −BTMTDB† +
√
1−BTB∗MD
√
1−B†B−
√
1−BTB∗MRB† . (4-121)
A primer orden la ecuacio´n, se reduce a
MD −MRB†1 = 0, (4-122)
resolviendo para B1
B1 = M
†
DM
−1†
R , (4-123)
dejando
Mlig ≈ −MTDM−1R MD, (4-124)
MPes ≈MR, (4-125)
ya que mR es un para´metro invariante SU(2) × U(1), no hay ninguna ligadura sobre e´l.
Por otro lado, tanto mD como mL, pueden originarse u´nicamente despue´s de la RES. La
interaccio´n de Yukawa de νR con un doblete de quiralidad izquierda LL =
(
νL
eL
)
v´ıa un
doblete de Higgs Φ =
(
φ0
φ−
)
,
LY ukawa = −ΓνRΦLL + h.c., (4-126)
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da lugar a un te´rmino de masa de Dirac
mD = Γ
〈
φ0
〉
. (4-127)
Puesto que 〈φ0〉 esta´ fijado por la escala de ruptura SU(2)× U(1)
〈
φ0
〉
=
1(√
2GF
)1/2 ∼ 180GeV. (4-128)
Conseguir que mD tenga un valor en el rango de eV requiere que Γ ∼ 10−11.
Adema´s de la obtencio´n mediante el singlete de Majorana, existe otra forma de encontrar
a nivel a´rbol el operador de Weinberg, al incluir por cada generacio´n un triplete de fermio-
nes con quiralidad derecha, que permite obtener un te´rmino Dirac-Majorana similar al del
singlete en el MSS tipo I.
4.8. MSS tipo III en el M2DH-III extendido
Generalidades
Si se incluye, por cada generacio´n, un triplete de fermiones con quiralidad derecha, enton-
ces este triplete permite obtener un te´rmino de Dirac-Majorana similar al del singlete en el
escenario del MSS. Sin embargo, la adicio´n del triplete conduce a una fenomenolog´ıa mucho
ma´s rica [71, ?, 72] e implicaciones u´nicas en la f´ısica ma´s alla´ del MEE [60,58,65]. Por lo
anterior, en esta seccio´n se considera el M2DH extendido con la introduccio´n del triplete.
Tal triplete poseera´ hipercarga de´bil nula e isoesp´ın de´bil igual a uno. Denotaremos el tri-
plete por
−−→∑
R, donde el cara´cter vectorial se refiere a sus tres componentes. Si Σ
0
R = Σ
′
R
y ya que los campos Σ1,Σ2 complejos, no son auto estados propios del operador de carga
ele´ctrica, estos fermiones pesados adicionales pertenecera´n a la representacio´n adjunta del
grupo SU(2). Dado que estos tienen interacciones de gauge, esto hace que sea ma´s fa´cil su
produccio´n en los experimentos con colisionadores.
En el usual MSS tipo III con un doblete de Higgs, se ten´ıa que
mν = −v
2
2
ηTΣM
−1
Σ ηΣ, (4-129)
donde v es el VEV, MΣ la matriz de masa del triplete de fermiones en la representacio´n
adjunta del grupo SU(2) y ηΣ la matriz de acoplamiento de Yukawa de los fermiones con los
leptones y el Higgs del MEE. Se considera la masa del neutrino para ser del orden mν ≈ O,1
eV y la masa del triplete entre 300− 800 GeV.
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Acoplamientos de Yukawa: masa y mezcla de leptones
Para cualquier campo que aun no es auto-estado de masa, denotamos en coordenadas car-
tesianas (ver anexo G) como
~Σ′Ri =
(
Σ
′1
R ,Σ
′2
R ,Σ
′3
R
)
(4-130)
~ΣC
′
Ri =
(
Σ
′1c
R ,Σ
′2c
R ,Σ
′3c
R
)
, (4-131)
donde i = 1, 2, 3. En la notacio´n 2× 2 compacta, el triplete toma la forma
Σ′Ri =
1√
2
∑
j
~σ′i
j · ~ΣRj, (4-132)
donde σj son las matrices de Pauli. La componente derecha de este multiplete en notacio´n
2× 2 esta dado por
Σ′Ri =
1√
2
[(
0 Σ
′1
Ri
Σ
′1
Ri 0
)
+
(
0 −iΣ′2Ri
iΣ
′2
Ri 0
)
+
(
Σ
′3
Ri 0
0 Σ
′3
Ri
)]
(4-133)
=
1√
2
(
Σ
′3
Ri Σ
′1
Ri − iΣ′2Ri
Σ
′1
Ri + iΣ
′2
Ri −Σ′3Ri
)
, (4-134)
con lo cual se determina el adjunto el conjugado
Σ
′
Ri =
1√
2
(
Σ
′3
Ri Σ
′1
Ri − iΣ′2Ri
Σ
′1
Ri + iΣ
′2
Ri −Σ′3Ri
)
, (4-135)
ΣiCRi =
1√
2
(
Σ
′3c
Ri Σ
′1c
Ri − iΣi2cRi
Σ
′1c
Ri + iΣ
′2c
Ri −Σ′3cRi
)
. (4-136)
Si las componentes del triplete en la base del operador de carga son
Σ
′±
Ri =
Σ
′1
Ri ∓ Σ′i2Ri√
2
, Σ
′i0
Ri = Σ
′i3
Ri , (4-137)
el correspondiente conjugado de carga multiplete puede ser escrito como
Σ′Ri =
(
Σ
′0
Ri Σ
′+
Ri/
√
2
Σ
′−
Ri/
√
2 Σ
′0
Ri
)
. (4-138)
Dado que es necesario utilizar los campos con cargas definidas Σ±Ri en las anteriores matrices,
se determinan los campos adjuntos y conjugados de los mismos, as´ı
Σ
′±
Ri =
1√
2
(
Σ
′1
Ri ∓ iΣ′2Ri
)
=
1√
2
(
Σ
′1
Ri ∓ iΣ′2Ri
)
Σ
′0
Ri = Σ
′3
Ri, (4-139)
Σ
′±c
Ri =
1√
2
Cˆ
(
Σ
′1
Ri ∓ iΣ′2Ri
)T
=
1√
2
(
CˆΣ
′1
Ri
T ∓ iCˆΣ′2Ri
T
)
,
Σ
′±c
Ri =
1√
2
(
Σ
′1c
Ri ± iΣ
′2c
Ri
)
Σ
′0c
Ri = Σ
′3c
Ri , (4-140)
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por lo cual, se tiene que las matrices asociadas corresponden a
Σ
′
R =
(
Σ′R/
√
2 Σ
′−
R
Σ
′+
R −Σ′R/
√
2
)
, Σ
′C
R =
(
Σ
′c
R/
√
2 Σ
′−c
R
Σ
′+c
R −Σ
′c
R/
√
2
)
, (4-141)
tal que Σ′0i = Σ
′
Ri + Σ
′C
Ri. Al incluir en nuestro modelo un nuevo doblete escalar bajo SU(2),
Φ2, al ya usual Φ1 del MEE, este nuevo doblete se acopla u´nicamente al triplete de fermiones
introducidos anteriormente. Debido a que se ha impuesto una simetr´ıa Z2
Σ′R → −Σ′R, Φ2 → −Φ2,
Q′L → Q′L, L′L → L′L, Φ1 → Φ1.
La parte del lagrangiano responsable de la masa de los leptones puede ser escrita como
−LY =
[
ηEijE
′
RiΦ
†
1L
′
Lj +
√
2ΦC†2 Σ
′
Riη
Σ
ijL
′
Lj + h.c
]
+
1
2
MΣij
[
ΣRiΣ
C
Rj + h.c
]
, (4-142)
donde ER y LL son las usuales componentes de quiralidad derecha e izquierda para los
leptones, respectivamente, y ηΣij, η
E
ij son las matrices 3 × 3 de constantes de acoplamiento
de Yukawa. Despue´s de la RES electrode´bil, para el caso de una generacio´n y analizando
u´nicamente la parte en la que se genera el te´rmino de masa, se tiene que
−LY = ηEije′Ri
(
0 v1/
√
2
)( νL′j
e′Lj
)
+
√
2ηΣij
(
v2/ 0
)( Σ′0Ri/√2 Σ′−Ri
Σ
′+
Ri −Σ′0Ri/
√
2
)(
ν ′Lj
e′Lj
)
+
1
2
MΣijTr
[(
Σ
′0
Ri/
√
2 Σ
′−
Ri
Σ
′+
Ri −Σ′0Ri/
√
2
)(
Σ
′0c
Rj/
√
2 Σ
′−c
Rj
Σ
′+c
Rj −Σ
′0c
Rj/
√
2
)]
+ h.c,
=
ηEijv1√
2
e′Rie
′
Lj +
√
2ηΣij
(
v2/
√
2 0
)( Σ′0Ri/√2 Σ′−Ri
Σ
′+
Ri −Σ′0Ri/
√
2
)(
ν ′Lj
e′Lj
)
+
1
2
MΣijTr
 12 (Σ′0RiΣ′0cRj)+ Σ′−RiΣ′+cRj
Σ
′+
RiΣ
′−c
Rj +
1
2
(
Σ
′0
RiΣ
′0c
Rj
) + h.c. (4-143)
−LY =
ηEijv1√
2
e′Rie
′
Lj + η
Σ
ijv2
(
Σ
′0
Riν
′
Lj√
2
+ Σ
′−
Rie
′
Lj
)
+
1
2
MΣijTr
[
1
2
(
Σ
′0
RiΣ
′0c
Rj
)
+ Σ
′−
RiΣ
′+c
Rj + Σ
′+
RiΣ
′−c
Rj +
1
2
(
Σ
′0
RiΣ
′0c
Rj
)]
+ h.c,
=
ηEjiv1√
2
e′Rie
′
Lj +
ηΣijv2√
2
(
Σ
′0
Riν
′
Lj√
2
+ Σ
′−
Rie
′
Lj
)
+
1
2
MΣijTr
[
Σ
′−
RiΣ
′+c
Rj + Σ
′+
RiΣ
′−c
Rj + Σ
′0
RiΣ
′0c
Rj
]
+ h.c. (4-144)
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Ya que se debe tener en cuenta el campo de Dirac Ψ, se estudiara´ el te´rmino de masa para
los campos cargados del triplete Σ±R de la siguiente manera
LΣ±Y =
1
2
MΣijTr
[
Σ
′−
RiΣ
′+c
Rj + Σ
′+
RiΣ
′−c
Rj + Σ
′0
RiΣ
′0c
jR
]
. (4-145)
Haciendo uso de νRνL = −νTLνRT = νTL CˆCˆνRT = νcLνcR, se utilizaran las siguientes relaciones2
Σ−RΣ
+c
R = −Σ+cR Σ−R
= −Σ+cTR Σ−R
T
= −Cˆ
(
Σ+R
T
)T
Σ−R
T
= −Σ+RCˆTΣ−R
T
= Σ+RCˆΣ
−
R
T
= Σ+RΣ
−c
R , (4-146)
adema´s
Σ+cR Σ
−
R = −Σ+TR Cˆ†Σ−R = Σ−TR
(
Cˆ†
)T
Σ+R = −Σ−TR
(
Cˆ†
)
Σ+R = Σ
−c
R Σ
+
R, (4-147)
con lo cual, de esta forma es posible obtener
LΣ
±
Y
Y = M
Σ
ij
[
Σ
′−
RiΣ
′+c
Rj + Σ
′+c
Ri Σ
′−
Rj
]
= MΣij
[
Ψ′RiΨ′Lj + Ψ
′
LiΨ
′
Rj
]
= MΣijΨ
′
RiΨLj + h.c. (4-148)
Luego, el lagrangiano de Yukawa despue´s de la RES corresponde a
−LY =
ηEjiv1√
2
e′Rie
′
Lj +
ηΣijv2√
2
Σ
′0
Riν
′
Lj + η
Σ
ijv2Σ
′−
Rie
′
Lj +M
Σ
ijΨ
′
RiΨ
′
Lj +
MΣij
2
Σ
′0
RiΣ
′0
Rj + h.c. (4-149)
Las matrices de masa de los neutrinos pesados y livianos son obtenidas mediante diago-
nalizacio´n por bloques. Al imponer la simetr´ıa Z2, entonces la masa del neutrino depende
u´nicamente de uno de los VEV V2, mientras en el caso de la matriz de masa para los leptones
cargados, ambos dobletes se acoplan para dotar de masa a los leptones del MEE. El valor
de v2 esta determinado por la escala de masa del neutrino y es independiente de la escala
de masa de los dema´s fermiones, por lo tanto, los valores de la matriz de masa del neutrino
puede ser pequen˜a, sin reducir el valor de las constantes de acoplamiento de Yukawa. As´ı,
las matrices que conforman la diagonal, a primer orden, esta´n dadas por
MDiagL =
√
1−BRB†RML
√
1−BLB†L −BRMDT
√
1−BLB†L + BRMΣB†L
≈ ML −B1RMDT + B1RMΣB1†L
= ML −MLM†DTM−1Σ MDT + MLM†DTM−1†Σ M−1Σ MDT
=
v1√
2
ηEij , (4-150)
2El signo menos en el segundo te´rmino viene de la estad´ıstica de Fermi, de la antisime´tria de la funcio´n de
onda para los fermiones en el formalismo de la segunda cuantizacio´n
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MDiagΣ = B
†
RMLBL +
√
1−BRB†RMDTBL +
√
1−BRB†RMΣ
√
1−BLB†L
≈ B1†R MLB1L −MDTB1L + MΣ
≈ MΣ −MDTM−1Σ MDT. (4-151)
Ya que (mD)kj  (MΣ)kj, a primer orden en la expancio´n, entonces
MDiagΣ = MΣ. (4-152)
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El te´rmino de Yukawa para el sector lepto´nico antes de la RES, para el caso de una generacio´n,
esta´ dado por (ver anexo H)
−LlY = L0LiηNij Φ˜1N0Rj + L0LiξEij Φ˜2N0Rj
+
[
ηEijE
′
RiΦ
†
1L
′
Lj +
√
2ΦC†2 Σ
′
Riη
Σ
ijL
′
Lj + h.c
]
+
1
2
MΣij
[
ΣRiΣ
C
Rj + h.c
]
+ h.c.
Despue´s de la RES, el te´rmino anterior toma la forma
LlY = LLCY + LLNY , (4-153)
donde las densidades lagrangianas de los campos cargados y neutros esta´n dadas por
−LLCY =
(
ηEijv1 + ξ
E
ijv2√
2
)
E
′
LE
′
R + η
Σ
ijv2Σ
′−
Rie
′
Lj +M
Σ
ijΨ
′
RiΨ
′
Lj + h.c,
= E
′
LM
EE
′
R + η
Σ
ijv2Σ
′−
Rie
′
Lj +M
Σ
ijΨ
′
RiΨ
′
Lj + h.c., (4-154)
LLNY =
1
2
mRN
T
R Cˆ
†NR −
MΣij
2
Σ
′0
RiΣ
′0
Rj −
(
ηNij v1 + ξ
N
ij v2√
2
)
N
′
LN
′
R −
ηΣijv2√
2
Σ
′0
Riν
′
Lj + h.c,
=
1
2
mRN
T
R Cˆ
†NR −
MΣij
2
Σ
′0
RiΣ
′0
Rj −N ′LMνijN
′
R −
ηΣijv2√
2
Σ
′0
Riν
′
Lj + h.c., (4-155)
respectivamente, mientras que el te´rmino de masa para los leptones neutros LLNY se puede
escribir como
LLNY =
1
2
NTL Cˆ
†MLNNL + h.c., (4-156)
siendo
NL =
 νLCˆνRT
CˆΣ0L
T
 =
 νLνcR
Σ0cL
 , (4-157)
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el vector asociado para los campos neutros. La matriz de masa es
MLEP =

0
(
ηNij v1+ξ
N
ij v2√
2
)T (ηΣijv2√
2
)T(
ηNij v1+ξN
N
ij v2√
2
)
mR 0
ηΣijv2√
2
0 MΣ
 =
 0 M
T
ν
(
ηΣijv2√
2
)T
Mν mR 0
ηΣijv2√
2
0 MΣ
 .
(4-158)
Ahora, se realiza la extensio´n al caso de 3 generaciones
LLNY =
1
2
NTLCˆ
†MLNNL + h.c., (4-159)
siendo
NL =
 νLνcR
Σ0cL
 MLEP =

0
(
ηNij v1+ξ
N
ij v2√
2
)T (ηΣij v2√
2
)T(
ηNij v1+ξN
N
ij v2√
2
)
mR 0
ηΣij v2√
2
0 MΣ
 , (4-160)
donde νL,νR,Σ
0c
R corresponden a los
ν ′L =
 ν ′α1Lν ′α2L
ν ′α3L
 , Σ′0CR =
 Σ′0cs1RΣ′0cs2R
Σ
′0c
s3R
 . (4-161)
La diagonalizacio´n de la matriz de masa, en este caso 9×9 es debido a la existencia simulta´nea
del singlete y del triplete de Majorana. Por tanto, la matriz de masa de los neutrinos ligeros
es igual a la suma de las matrices de masa obtenidas en el estudio del singlete y triplete
4.10 Conclusiones 73
separadamente. Ahora la matriz de los campos pesados esta´n dados por
MPes ≈ MνΣ +MDB1 +BT1 MTD
= MνΣ +MDM
†
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−1†
νΣ +M
−1∗
νΣ M
∗
DM
T
D
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2
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2
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2
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, (4-162)
resultado evidente que los campos pesados esta´n desacoplados a primer orden, lo cual es una
buena aproximacio´n.
4.10. Conclusiones
El MSS explica la pequen˜ez de la masa del neutrino al considerar que el singlete posee
una masa muy grande, por lo que se obtiene que las masas de los neutrinos de quiralidad
izquierda son muy pequen˜as comparadas con las de los dema´s fermiones de la misma familia.
Se ha mostrado la equivalencia entre el MEE extendido con el singlete en el escenario de
see saw. Al adicionar un segundo doblete de Higgs SU(2), la presencia de este doblete
permite una explicacio´n de la pequen˜ez de la masa de los neutrinos junto con el MSS tipo
I. Adicionalmente hemos considerado el escenario h´ıbrido, el cual es una extensio´n del MEE
con la inclusio´n simulta´nea de un singlete y un triplete de Majorana (ver anexos G Y H).
Para este caso se ha estudiado directamente el MSS, mostrando que la matriz de masa de
los neutrinos ligeros corresponde a la suma de las matrices obtenidas para cada uno de los
casos por separado. Finalmente, se ha mostrado que esta extensio´n del MEE posee una
importante consecuencia en las oscilaciones, ya que si la matriz de masa de los neutrinos
ligeros no presenta submatrices con determinante cero, se puede esperar que esta provenga
de la extensio´n con singlete y triplete simulta´neos.
5. Oscilaciones de neutrinos
5.1. Introduccio´n
La observacio´n experimental de las oscilaciones de neutrinos solares [73, 74, 75, 3, 76], at-
mosfe´ricos [77][78][79], en reactores [80][81][82][83] y en aceleradores [82][83][84][85] [86][87]
constituye una evidencia so´lida de la existencia de masas para los neutrinos. Desde el punto
de vista de la meca´nica cua´ntica, las oscilaciones de neutrinos es un feno´meno de interferen-
cia. La idea fue sugerida hace mucho tiempo, antes de que las teor´ıas de gauge se hicieran
populares [88].
El tratamiento de las oscilaciones de neutrinos en el vac´ıo (ver enexo K), se basa en los
supuestos de que los neutrinos son estables y ultrarrelativistas. Ambos supuestos son razo-
nables para neutrinos ligeros. En cualquier caso, si se asumiera inestabilidad de los neutrinos,
entonces anchos de decaimiento se deben incluir en la amplitud de probabilidad.
En este cap´ıtulo se consideran las oscilaciones de neutrinos teniendo en cuenta las posibles
fases de violacio´n de CP presentes en las matrices de mezcla de los neutrinos. Esta matriz es
generada mediante una extencion mı´nimal del MEE y por la implementacio´n de una simetr´ıa
S3. Se evidencia que el monto de violacio´n de CP es proporcional al invariante de Jarlskog,
el cual se mantiene inalterado ante reparametrizaciones de la matriz UPMNS y proporcional
una medida real de la violacio´n de CP.
5.2. Motivacio´n
Los experimentos con neutrinos solares, atmosfe´ricos, en reactores y aceleradores han pro-
porcionado pruebas de que los neutrinos tienen masa y mezcla [1, 2]. Estos resultados expe-
rimentales pueden ser mejor entendidas en te´rminos de las oscilaciones de neutrinos [3]. Esto
implica claramente que el MEE ha de ampliarse al menos en el sector lepto´nico. La mayor´ıa
de los ana´lisis fenomenolo´gicos realizados hasta ahora asumen la existencia de tres neutrinos
masivos activos y una matriz unitaria de mezcla tres por tres para la corriente cargada de
interacciones de los leptones.
El sector lepto´nico contiene entonces dos diferencias de masas al cuadrado de los neutrinos,
tres a´ngulos de mezcla, ma´s tres fases de violacio´n CP. Se ha demostrado que es posible ajus-
tar los para´metros observados en los experimentos de neutrinos con las predicciones teo´ricas,
excepto el resultado LSND [4], que sin embargo no fue confirmado por otros experimentos
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iniciales cortos [5] y el cual queda por aclarar en el futuro (por ejemplo por MiniBooNE
[6]). Desde el punto de vista de la construccio´n de modelos, este escenario requiere nuevos
grados de libertad que se an˜aden al MEE, o bien algunos neutrinos pesados [7], o un triplete
de Higgs, que tambie´n desarrolla un VEV [8]. En el primer caso, la matriz de mezcla tres
por tres entre tres neutrinos ligeros, es aproximadamente unitaria en la medida en que su
mezcla con los neutrinos pesados puede ser ignorada en el ana´lisis de los datos actuales. As´ı,
lo anterior es equivalente a tener una teor´ıa efectiva de bajas energ´ıas. En el segundo caso,
se asume la existencia de un doblete de Higgs adicional.
Tambie´n hay intentos de incorporar el resultado LSND al incluir expl´ıcitamente un neutrino
este´ril en el sistema de mezcla [9]. Pero ellos se encuentran desfavorecidos por los resultados
experimentales, ya sea debido a la tensio´n entre el resultado positivo de LSND y los negativos
de otros experimentos de referencia, o por el rechazo de la implicacio´n neutrino este´ril en
datos solares y atmosfe´ricos
En este cap´ıtulo hemos dejado de lado el resultado LSND como en la mayor´ıa de los estudios
y nos hemos preguntado si es posible entender los datos de neutrinos en una extensio´n
mı´nima del MEE. La extensio´n es mı´nima en el sentido de que presenta el menor nu´mero
de nuevos grados de libertad y de para´metros libres f´ısicos en una teor´ıa fundamental, sin
poner en peligro los datos de precisio´n electrode´bil. Con esto en mente, una posibilidad
ser´ıa introducir uno neutrino este´ril a la tres generaciones del MEE. Este tipo de modelos
se han estudiado sistema´ticamente desde hace mucho tiempo en el trabajo pionero de la
referencia [11]. Ellos tambie´n fueron considerados sin incluir te´rminos de masa de Majorana
en la referencia [12]. De acuerdo con el ana´lisis en la ref. [11], esto introducir´ıa 5 a´ngulos
de mezcla y 3 fases de violacio´n CP, adema´s de dos diferencias masas de los neutrinos (con
los otros dos sin masa). As´ı, es importante acomodar a los mencionados datos de neutrinos
que esencialmente requieren dos diferencias de masas al cuadrado y 3 a´ngulos de mezcla
independientes.
5.3. Generalidades sobre oscilaciones de neutrinos
Generalmente los autoestados de sabor |να〉 con (α = e, µ, τ y los autoestados de masa |νi〉
con (i = 1, 2, 3) esta´n relacionados mediante una transformacio´n unitaria, donde la matriz U ,
la cual es llamada la matriz de mezcla de leptones, o matriz de Pontecorvo-Maki-Nakagata-
Sakata (PMNS) [11], la cual permite
|να〉 =
∑
i
Uαi |νi〉 . (5-1)
Consideramos una matriz de masa M para los neutrinos, la cual no es diagonal en la base de
sabor. Esta matriz puede ser diagonalizada por la misma transformacio´n unitaria, obtenien-
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do los auto valores m1, m2 y m3 de los estados de masa
1. Con respecto a la parametrizacio´n
de la matriz PMNS, se sabe que existen n2 para´metros reales en esta matriz. Si fijamos
las fases relativas de los estados de neutrino podemos remover 2n − 1 para´metros, con lo
cual so´lo habr´ıa (n − 1)/2 para´metros libres. Es conveniente dividir estos para´metros en
n(n − 1)/2 a´ngulos de mezcla y (n − 2)(n − 1)/2 factores de fase complejos. Por la forma
en la que la matriz PMNS entra en el lagrangiano de la interaccio´n de´bil, sabemos que estas
fases complejas son una fuente de violacio´n de CP.
Analizamos la propagacio´n de un haz de neutrinos con un sabor dado |Ψ(0)〉 = |να〉 el cual
se construye como una superposicio´n de estados de masa
|Ψ(0)〉 =
∑
i
Uαi |νi〉 . (5-2)
Sabemos que el operador evolucio´n temporal esta´ formado a partir del hamiltoniano eitHˆ y el
operador de transformacio´n espacial esta´ formado a partir del momento lineal e−ixp. Luego
la energ´ıa del neutrino esta´ dada por la relacio´n de energ´ıa relativista
Ek =
√
p2k +m
2
k =
√
p2k(p
2
k +m
2
k)/p
2
k ' p
√
1 +
m2k
p2
= p+
1
2
m2k
2p
= E +
1
2
m2k
2E
, (5-3)
donde la aproximacio´n es buena en el l´ımite pk  mk, la cual es razonable ya que la masa
de los neutrinos esta´ por debajo de 1 eV , luego
|Ψ(x, t)〉 =
∑
i
Uαie
−ipxeitEi |νi〉 . (5-4)
Se observa que el hamiltoniano permite considerar la transicio´n entre estados de masa, ya
que los neutrinos esta´n viajando a velocidades muy cercanas a la velocidad de la luz x ≈ t
|Ψ(x, t)〉 =
n∑
i=1
Uαie
−i(Eit−px) |νi〉 ,
=
n∑
i=1
UαiU
∗
βie
−i(Eit−px) |νβ〉 .
Dado que estamos interesados en cantidades observables buscamos una expresio´n para la
probabilidad de encontrar un neutrino de sabor β a un tiempo t despue´s de la emisio´n y
a una distancia x de la fuente, teniendo que esta fuente emite neutrinos de sabor α. Para
encontrar esta probabilidad, empezamos con la amplitud de probabilidad
A (α→ β : x, t) = 〈νβ|ν(x, y)〉 =
n∑
i=1
U∗βiUαie
−i(Eit−px). (5-5)
1U es una matriz unitar´ıa, tal que la traspuesta conjugada es su inversa U†U = UU† = I.
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Experimentalmente no es posible medir el tiempo entre la emisio´n y la deteccio´n, por lo
cual debemos asumir algu´n tipo de relacio´n entre las coordenadas de espacio y tiempo con
el fin de eliminar t. Por simplicidad vamos a asumir que los neutrinos se propagan casi a la
velocidad de la luz de tal modo que x ≈ ct. Teniendo en cuenta lo anterior y usando 5-3,
obtenemos que
A(α→ β;x) =
n∑
i=1
U∗βiUαiexp
(
−im
2
ix
2E
)
, (5-6)
con lo cual se tiene que
P (α→ β;x) =
n∑
i=1
U∗αiUαjU
∗
βiUβjexp
(
−i4m
2
ijx
2E
)
, (5-7)
con 4m2ij = m2i −m2j . Esta expresio´n puede escribirse como
P (α→ β;x) =
n∑
i=1
||U∗αiUβi||2 + 2Re
[∑
j>i=1
UαiU
∗
αjU
∗
βiUβj
(
−i4m
2
ijx
2E
)]
. (5-8)
Podemos simplificar adicionalmente esta fo´rmula asumiendo que U es una matriz real, ob-
teniendo que
P (α→ β;x) = δαβ − 4
∑
j>i=1
UαiUαjUβiUβj sin
2
(4m2ijx
4E
x
)
. (5-9)
Podemos ver que la probabilidad depende de la parametrizacio´n escogida para la matriz
unitaria. Para el caso de dos generaciones, la tradicional representacio´n es la matriz de
rotacio´n
U =
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
]
. (5-10)
Usando esta matriz, es posible obtener directamente que la probabilidad de supervivencia
de una neutrino de sabor α es
P (α→ α;x) = 1− sin2 2θ sin2
(4m2ijx
4E
)
. (5-11)
5.3.1. El caso de tres sabores
Vamos a considerar ciertas aproximaciones que nos permitira´n obtener fo´rmulas simples con
un nu´mero de para´metros ma´s pequen˜o, lo cual resulta conveniente a la hora de investigar
las implicaciones fenomenolo´gicas al momento de comparar con los datos de un experimento.
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Supongamos que las masas de los neutrinos obedecen una relacio´n de jerarqu´ıa, de tal manera
que∣∣4m212∣∣ ∣∣4m231∣∣ ≈ ∣∣4m232∣∣ , (5-12)
con esto, la probabilidad de transicio´n se reduce a
P (α→ β;x) =
n∑
i=1
||U∗αiUβi||2 + 2Re
[
Uα1U
∗
α2U
∗
β1Uβ2 +
(
Uα1U
∗
β1 + Uα2U
∗
β2
)
U∗α3Uβ3
]× exp(−im2ix
2E
)
.
Aplicando la condicio´n de unitariedad
n∑
i=1
UαiU
∗
βi = δαβ (5-13)
y haciendo uso de algunas identidades trigonome´tricas llegamos a
P (α→ β;x) = δαβ − 4 ||Uα3||2
(
δαβ − ||Uβ3||2
)× sin2(4m231x
4E
)
. (5-14)
Para obtener una expresio´ ma´s expl´ıcita debemos tomar una parametrizacio´n para la matriz
PMNS, tipo la que se tiene para la matriz de CKM en el sector de quarks, es decir para el
caso de tres generaciones podemos escribir que
U =
 c12c13 s12c13 s13eiδ−s12c23 − c12s23s13e−iδ c12c23 − s12s23s13e−iδ s23c13
s12s23 − c12c23s13e−iδ −c12s23 − s12c23s13e−iδ c23c13
×
 e−iα1/2 0 00 e−iα1/2 0
0 0 1
 ,
(5-15)
donde c12 = cos θ12 y seis para´metros caracterizan esta matriz U : tres a´ngulos de mezcla
(θ12, θ13 y θ23) y un a´ngulo de fase (δ) y dos fases ma´s generales (α1 y α2), que son igno-
radas cuando se calcula las probabilidades de transicio´n. En adicio´n a la aproximacio´n de
jerarqu´ı de masas, otra suposicio´n posible para simplificar la formula es que los argumentos
de las exponenciales satisfacen la condicio´n
4m231x
2E
 1 ; 4m
2
32x
2E
 1. (5-16)
Adicionalmente podemos suponer que los neutrinos que constituyen el haz poseen alguna
distribucio´n de energ´ıa descrita por una funcio´n espectral Θ(E), tal que∫
Θ(E)dE = 1, (5-17)
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con esto, la probabilidad medida no es directamente la que hab´ıamos obtenido, sino una
probabilidad promediada sobre la energ´ıa con un peso Θ(E)
Pobs(α→ β;x) =
∫
Pobs(α→ β;x)Θ(E)dE. (5-18)
Dado que la probabilidad depende de funciones oscilantes, sabemos a partir del ana´lisis de
Fourier que con la u´ltima condicio´n de jerarqu´ıa de masas y funciones Θ(E) lo suficientemente
suaves, los te´rminos que involucran esos argumentos se anulan, por lo tanto se llega a que
P (α→ β;x) =
∑
i
∣∣∣∣UαiU∗βi∣∣∣∣+ 2Re [Uα1U∗α2U∗β1U∗β2 × ∫ Θ(E ′)dE ′exp(4m2ijx4E
)]
. (5-19)
Teniendo en cuenta la manera en la que los haces de neutrinos se producen, tenemos que
Θ(E ′) debe estar concentrada en torno a un valor medio de energ´ıa E, por lo tanto resulta
razonable suponer que la exponencial es aproximadamente constante en el rango en el que
Θ(E ′) difiere significativamente de cero. Por lo anterior, podemos escribir la formula de
oscilacio´n como
P (α→ β;x) =
∑
i
∣∣∣∣UαiU∗βi∣∣∣∣+ 2Re [Uα1U∗α2U∗β1U∗β2 × exp(−i4m2ij4E x
)]
. (5-20)
Aplicando repetidamente la condicio´n de unitariedad, esta expresio´n se puede escribir como
Pobs (α→ β;x) = δαβ − δαβ2 ||Uα3||2 + 2 ||Uα3||2 ||Uβ3||2 − 4Re
[
Uα1U
∗
α2U
∗
β1U
∗
β2 sin
2
(
−i4m
2
ij
4E
x
)]
− 4Im [Uα1U∗α2U∗β1U∗β2] sin(−i4m2124E x
)
cos
(
−i4m
2
12
4E
x
)
. (5-21)
5.3.2. Tratamiento esta´ndar
Desde las evidencias experimentales, se cree que θ13 ≈ 0, y que el efecto de δ, puede ser
ignorado. Lo anterior produce una considerable simplificacio´n, tal que U , con θ12 = θ y
θ23 = φ, toma la forma
U =
 cos θ sin θ 0− sin θ cosφ cos θ cosφ sinφ
sin θ sinφ − cos θ sinφ cosφ
 . (5-22)
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Las probabilidades de transicio´n entre los diferentes estados pueden ser calculadas a partir
de (??), obtenie´ndo como resultado que
Pee =
∣∣∣∣∣∑
i,j
UTieUeie
im2iL/2p
∣∣∣∣∣
2
=
∣∣∣cos2 θeim21L/2p + sin θeim22L/2p∣∣∣2
=
(
cos2 θe−im
2
1L/2p + sin θe−im
2
2L/2p
)(
cos2 θeim
2
1L/2p + sin θeim
2
2L/2p
)
= cos4 θ + sin4 θ + sin2 θ cos2 θ
(
eiL(m
2
1−m22)/2p + eiL(m
2
2−m21)/2p
)
= cos4 θ + sin4 θ + 2 sin2 θ cos2 θ cos
(4m212
2p
L
)
= cos4 θ + sin4 θ + 2 sin2 θ cos2 θ
(
1− sin
(4m212
2p
L
))
= cos4 θ + sin4 θ + 2 sin2 θ cos2 θ − 4 sin2 θ cos2 θ sin
(4m212
2p
L
)
=
(
cos2 θ + sin2 θ
)2 − 4 sin2 θ cos2 θ sin(4m212
4p
L
)
= 1− 4 sin2 θ cos2 θ sin
(4m212
4E
L
)
, (5-23)
donde 4m212 = m21 −m22. Las otras posibilidades, que se pueden calcular similarmente, son
Peµ = 4 sin
2 θ cos2 θ cos2 φ sin
(4m221
4E
L
)
(5-24)
Peτ = 4 sin
2 θ cos2 θ cos2 φ sin
(4m221
4E
L
)
(5-25)
Pµµ = 1− 4 sin2 θ cos2 θ cos4 φ sin2
(4m221
4E
L
)
− 4 sin2 θ sin2 φ cos2 φ sin2
(4m231
4E
L
)
− 4 cos2 θ sin2 φ cos4 φ sin2
(4m232
4E
L
)
, (5-26)
Pµτ = −4 sin2 θ cos2 θ sin2 φ cos2 φ sin2
(4m221
4E
L
)
+ 4 sin2 θ sin2 φ cos2 φ cos2 φ sin2
(4m231
4E
L
)
+ 4 cos2 θ sin2 φ cos2 φ sin2
(4m232
4E
L
)
(5-27)
Pττ = 1− 4 sin2 θ cos2 θ sin4 φ sin2
(4m221
4E
L
)
+ 4 sin2 θ sin2 φ cos2 φ cos2 φ sin2
(4m231
4E
L
)
− 4 cos2 θ sin2 φ cos2 φ sin2
(4m232
4E
L
)
, (5-28)
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siendo evidente que todas las oscilaciones dependen del te´rmino L/E. Algunos de los valores
de los a´ngulos de mezcla han sido determinados experimentalmente, siendo e´stos
θ ≈ 34
φ ≈ 45
4m2 = 4m212 ≈ 7,6× 10−5eV 2
4m2atm = 4m223 ≈ ,0024eV 2. (5-29)
Si ahora se tiene en cuenta los valores de las fases que violan CP, entonces la probabilidad
se escribe como
P (να → νβ) =
∣∣∣∣∣∑
j
U∗αjUβje
−im
2
j
2E
∣∣∣∣∣
2
= δαβ − 4
∑
i>j
<(U∗αiUαjUβiU∗βj) sin2
(4m2ij
2E
L
)
+ 2
∑
i>j
=(U∗αiUαjUβiU∗βj) sin
(4m2ij
2E
L
)
. (5-30)
5.4. Generalidades sobre violacio´n de CP
Se ha reconocido desde hace mucho tiempo que la violacio´n de la fase CP de Dirac presente
en el modelo ma´s simple de tres neutrinos puede, en principio, ser observarse en los experi-
mentos de oscilaciones de neutrinos [89]. Posiblemente e´sta sea la forma ma´s prometedora
de probar directamente la existencia de la fase de violacio´n de CP presente en la matriz de
mezcla de neutrinos, a menos que el a´ngulo de mezcla θ13 sea demasiado pequen˜o. Si CPT
se conserva, la violacio´n de CP implica la conservacin´ de T. En esta seccio´n, no se considera
la posible violacio´n de CPT en el sector de neutrinos [101]. Actualmente se tiene claridad de
que la diferencia entre las probabilidades de oscilacio´n de neutrinos y anti-neutrino es pro-
porcional al factor de CP invariante del sector lepto´nico, de forma ana´loga a lo que sucede
en el sector de quarks [91]. En la u´ltima de´cada, la violacio´n de CP en las oscilaciones de
neutrinos ha sido un tema de gran intere´s [91, 14, 15, 16, 12, 13]. En esta seccio´n, considera-
mos tres neutrinos activos sin tener en cuenta neutrinos este´riles, estos u´ltimos inmunes a la
interaccio´n de´bil [92][93], cuya existencia ha sido planteada a partir de los datos del LSND
y MiniBooNE [94][95].
La evidencia experimental a favor de la pequen˜ez de la masa de los neutrinos de quiralidad
izquierda exige una extensio´n del MEE. Los resultados recientes de las colaboraciones Minos
[96] y MiniBooNE [42] no so´lo reafirman lo anterior, sino que tambie´n motivan a pensar
sobre la posible violacio´n del teorema CPT. La colaboracio´n Minos ha buscado y encontrado
sen˜ales de oscilaciones tanto en νµ como en ν¯µ. Sin embargo, el hallazgo ma´s sorprendente
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de Minos se centra qne que los para´metros que rigen la desaparicio´n νµ son diferentes a los
que gobiernan a ν¯µ. La interpretacio´n ma´s directa, es decir, que los neutrinos tengan masas
diferentes de las de los anti-neutrinos, implica una violacio´n del teorema CPT, que a su vez
ha sido considerada una buena simetr´ıa para cualquier teor´ıa de campo gauge definida en
un espacio-tiempo de Minkowski, siendo una simetr´ıa que se espera sea respetada en todas
las interacciones fundamentales. Posiblemente, e´ste sea el primer resultado experimental en
f´sica de neutrinos que para ser explicado se requiera la violacio´n de la simetr´ıa CPT.
Sin embargo, otro resultado experimental ano´malo conocido desde hace mucho tiempo es el
obtenido por la colaboracio´n LSND [2], donde las oscilaciones de ν¯e observadas requieren
la existencia de un tipo de part´ıcula no conocido. El aspecto clave es que la escala de
masa asociada al nuevo tipo de part´ıcula requerida para entender las oscilaciones observadas
resulto´ se muy distinta de cualquiera de las que se hab´ıan considerado en las oscilaciones
de los neutrinos solares (aparentemente νe ↔ νµ) o en las oscilaciones de los neutrinos
atmosfe´ricos (νµ ↔ ντ ). Aunque el anterior hecho podr´ıa explicarse postulando la existencia
de un neutrino este´ril, esta explicacio´n esta´ muy desfavorecida por un ajuste global de todos
los datos de neutrinos [97], en particular los relacionados con las corrientes neutras medidas
[74]. Para resolver esta anomal´ıa, varios experimentos han sido propuestos y desarrollados. El
u´ltimo en esta l´ınea es el MiniBooNE, cuyos resultados han sido coherentes con los resultados
de la colaboracio´n LSND. Cabe sen˜alar en este punto, que el resultado de la colaboracio´n
LSND podr´ıa, en principio, ser explicado en el marco de la violacio´n de la simetr´ıa CPT [97].
5.5. Generalidades sobre parametrizacio´n de la matriz de
mezcla
Desde el punto de vista teo´rico, el descubrimiento de la masa y la mezcla de neutrinos ha
propiciado cambios importantes. Por ejemplo, debido a que en el MEE los sectores de Higgs
y de Yukawa, que son responsables de la generacio´n de las masas de los fermiones cargados
y de los bosones electrode´biles, no permiten dotar de masa a los neutrinos de quiralidad
izquierda. Adicionalmente, el sector de Yukawa del MEE tiene suficientes para´metros cuyos
valores deben ser determinados a partir de experimentos. Estos dos hechos, tomados en con-
junto, apuntan a la necesidad y la conveniencia de eliminar para´metros libres y sistematizar
las jerarqu´ıas de masas y mezclas observadas, as´ı como la presencia o ausencia de fases que
violen CP.
En un trabajo reciente, se ha argumentado que la simetr´ıa de sabor, corresponde a una
simetr´ıa de permutacio´n de tres objetos, S3, introducie´ndose una extensio´n mı´nima del MEE
para ser invariante S3 [117]. En el modelo propuesto en [117], se planteo´ que S3 es una simetr´ıa
fundamental en el sector fermio´nico. Esta suposicio´n, conlleva necesariamente a ampliar el
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concepto de sabor y aumentar el nu´mero de campos de Higgs inicialmente a tres [117].
Asumiendo la existencia de tres campos de Higgs, el potencial de Higgs VH (HS,HD) resulta
ma´s complicado que el del MEE. Este potencial fue´ analizado por Pakvasa y Sugawara
quienes encontraron que adema´s de la simetr´ıa S3, existe tanto una simetr´ıa de permutacio´n
S2 H1 ↔ H2, que no es un subgrupo del grupo S3 de sabor, como una simetr´ıa abeliana
discreta que se puede utilizar para definir las reglas de seleccio´n de los acoples de Yukawa
en el sector lepto´nico.
En esta direccio´n, vamos a suponer que el vac´ıo respeta la simetr´ıa S2 que presenta potencial
de Higgs y que se cumple que
〈H1〉 = 〈H2〉 . (5-31)
En general, esta extensio´n del MEE deja matrices de masa de la forma
M =
 µ1 + µ2 µ2 µ5µ2 µ1 − µ2 µ5
µ4 µ4 µ3
 . (5-32)
La masa de Majorana para el neutrino νL se obtiene a partir del MSS.
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Por las razones consideradas en la seccio´n anterior, resulta conveniente eliminar para´metros
en el sector de Yukawa, imponiendo una jerarqua´s en la matriz de masa y mezcla de neutri-
nos. De igual forma es necesario establecer la presencia o ausencia de fases que violen CP,
por medio de una simetr´ıa de sabor o de una simetr´ıa de familia bajo las cuales las familias
transformen en una forma no trivial. Tal simetr´ıa de sabor puede ser un grupo continuo
o, ma´s econo´micamente, un grupo finito. Tal como se menciono´ en la seccio´n anterior, re-
cientemente en la literatura se ha argumentado que tal simetr´ıa de sabor es la simetr´ıa de
permutacio´n de tres objetos, S3, y por lo cual se ha introducido una extensio´n mı´nima del
MEE invariante S3 [117, 118]. En esta extensio´n del MEE se ha asumido que S3 es una
simetr´ıa fundamental en el sector de materia. Esta suposicio´n ha conducido necesariamente
a ampliar el concepto de sabor y aumentar el nu´mero de bosones de Higgs. Por lo tanto,
considerando las representaciones irreducibles de S3, en esta seccio´n se considera una exten-
sio´n del MEE que consiste en an˜adir un doblete de Higgs de SU(2)L en la representacio´n S3
singlete, es decir considerar un M2DH.
Sin embargo es necesario tener en cuenta que es posible realizar una reduccio´n adicional del
nu´mero de para´metros en el sector lepto´nico, a trave´s de considerar la existencia de una
simetr´ıa Z2. Un posible conjunto de asignaciones de carga de Z2, compatible con los datos
experimentales sobre masas y mezclas en el sector lepto´nica se dan en [CITAR ARTICULO]
reducie´ndoce al M2DH.
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5.6.1. Matriz de masa para los leptones cargados
La matriz de masa para los leptones cargados toma la forma
Me = mτ
 µ˜2 µ˜2 µ˜5µ˜2 −µ˜2 µ˜5
µ˜4 µ˜4 0
 . (5-33)
La matriz unitaria T †eL, que entra en la definicio´n de la matriz VPNMS, es
T †eLMeM
†
eTeL = diag(m
2
e,m
2
µ,m
2
τ ), (5-34)
donde me,mµ y mtau son las masas de los leptones cargados y
MeM
†
e = mτ
 2 |µ˜2|2 + |µ˜5|2 |µ˜5|2 2 |µ˜2|2 |µ˜4|2 e−iδe|µ˜5|2 2 |µ˜2|2 + |µ˜5|2 0
2 |µ˜2|2 |µ˜4|2 e−iδe 0 2 |µ˜4|2
 . (5-35)
Observamos que esta matriz contiene solamente un factor de fase no ignorable, mientras que
los para´metros |µ˜2| , |µ˜4| y |µ˜5| pueden expresarse en te´rminos de las masas de los leptones
cargados. A partir de los invariantes MeM
†
e se tiene que
Tr(MeM
†
e ) = m
2
e +m
2
µ +m
2
τ = m
2
τ
[
4 |µ˜4|+ 2
(|µ˜4|2 + |µ˜5|2)]
Λ(MeM
†
e ) = m
2
τ
(
m2e +m
2
µ
)
+m2em
2
µ = 4m
4
τ
[|µ˜2|4 + |µ˜2|2 (|µ˜4|2 + |µ˜5|2)+ |µ˜4|2 |µ˜5|2]
det(MeM
†
e ) = m
2
em
2
µm
2
τ = 4m
6
τ |µ˜2|2 |µ˜4|2 |µ˜5|2 , (5-36)
donde Λ(MeM
†
e ) =
1
2
[(
Tr(MeM
†
e )
)2 − Tr(MeM †e )2]. Solucionando estas ecuaciones para
|µ˜4|2 , |µ˜4|2 y |µ˜4|2 + |µ˜5|2, obtenemos
|µ˜2|2 = 1
2
m2e +m
2
µ
m2τ
− m
2
em
2
µ
m2τ
(
m2e +m
2
µ
) + β. (5-37)
En esta expresio´n, β es la solucio´n de la ecuacio´n
β3 − 1
2
(
1− 2y + 6z
y
)
β2 − 1
4
(
y − y2 − 4z
y
+ 7z − 12z
2
y2
)
β − 1
8
yz − 1
2
z2
y2
+
3
4
z2
y
− z
3
y3
= 0,
(5-38)
con y = (m2e +m
2
µ)/m
2
τ y z = m
2
µm
2
e/m
2
τ . Un buen orden de magnitud para β se obtiene de
(5-38), es decir
β ≈ m
2
µm
2
e
2m2τ
(
m2τ −
(
m2µ +m
2
e
)) . (5-39)
5.6 Matriz de masa para el M2DH-III extendido y MSID 85
Los para´metros |µ˜4|2 y |µ˜5|2, esta´n expresados en te´rminos de |µ˜2|2
|µ˜4,5|2 = 1
4
[
1− m
2
e +m
2
µ
m2τ
+ 4
m2em
2
µ
m2τ
(
m2e +m
2
µ
) − 4]
±
√√√√(1− m2e +m2µ
m2τ
+ 4
m2em
2
µ
m2τ
(
m2e +m
2
µ
) − 4β)2 − m2em2µ
m2τ
1
|µ˜2|2
. (5-40)
Ya que MeM
†
e se ha reparametrizado en te´rminos de las masas de los leptones cargados,
resulta sencillo calcular UeL como una funcio´n de las masas de leptones. A continuacio´n, con
el fin de simplificar la notacio´n, escribiremos el resultado en te´rminos de (mµme/m
2
τ )
2
, es
decir
Me ≈ mτ 1√
2
×
√
m2µ+m
2
e
mτ
√
1− 2 m2µm2e
(m2µ+m2e)m2τ
√
m2µ+m
2
e
mτ
√
1− 2 m2µm2e
(m2µ+m2e)m2τ
√
1− m2µ+m2e
mτ
+ 4
m2µm
2
e
(m2µ+m2e)m2τ√
m2µ+m
2
e
mτ
√
1− 2 m2µm2e
(m2µ+m2e)m2τ
−
√
m2µ+m
2
e
mτ
√
1− 2 m2µm2e
(m2µ+m2e)m2τ
√
1− m2µ+m2e
mτ
+ 4
m2µm
2
e
(m2µ+m2e)m2τ
mµme√
(m2µ+m2e)mτ
eiδe mµme√
(m2µ+m2e)mτ
eiδe 0
 ,
UeL ≈

1√
2
me
mµ√
1−
(
me
mµ
)2 1√2 1√
1−
(
me
mµ
)2 1√2 1√
1+
(
memµ
m2τ
)
− 1√
2
me
mµ√
1−
(
me
mµ
)2 − 1√2 1√
1+
(
me
mµ
)2 1√2 1√
1+
(
memµ
m2τ
)
√
1−2
(
me
mµ
)2
eiδe√
(m2µ+m2e)mτ
me
m2τ
eiδe√
1+(memτ )
2
memµ
m2τ
eiδe√
1+
(
memµ
m2τ
)

,
5.6.2. Matriz de masa de neutrinos
De acuerdo con la siemtr´ıa Z2, la matriz de masa de neutrinos de Dirac toma la forma
M =
 µν2 µν2 0µν2 −µν2 0
µν4 µ
ν
4 µ
ν
3
 , (5-41)
luego, la matriz de masa para los neutrinos de quiralidad izquierda obtenida con la imple-
mentacio´n del MSS es
Mν = MνDM
−1 (MνD)
T =
 2 (ρν2)2 0 2ρν2ρν40 2 (ρν2)2 0
2ρν2ρ
ν
4 0 2 (ρ
ν
4)
2 + (ρν3)
2
 , (5-42)
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donde ρν2 = (µ
ν
2)/M
1/2
1 ,ρ
ν
4 = (µ
ν
4)/M
1/2
1 y ρ
ν
3 = (µ
ν
3)/M
1/2
3 , M1, M3 son las masas de los
neutrinos de quiralidad derecha. Las caracter´ısticas (no hermı´tica, compleja y sime´trica)
de la matriz hace que se pueda diagonalizar gracias a una transformacio´n biunitaria de la
siguiente manera
UTν MνUν = diag
(|mν1| eiφ1 , |mν2| eiφ2 , |mν3| eiφ3) . (5-43)
Con el fin de calcular Uν , tenemos en cuenta que Mν puede ser llevada a una forma matriz
diagonal por bloques mediante una permutacio´n de las segunda y tercera filas y columnas,
por tanto
S23MνS23 =
 2 (ρν2)2 2ρν2ρν4 02ρν2ρν4 2 (ρν4)2 + (ρν3)2 0
0 0 2 (ρν2)
2
 , , (5-44)
con
S23 =
 1 0 00 0 1
0 1 0
 . (5-45)
La entrada en la esquina inferior derecha de la matriz en el lado derecho de la ecuacio´n
(5-44) ya es diagonal y puede ser identificada con |mν3| eiφ3 , mientras que |mν3| es la masa
f´ısica. De esta forma, la matriz 2 × 2 cuadrada en la esquina superior izquierda se puede
diagonalizar mediante una transformacio´n biunitaria de la forma
UT2×2M2×2U2×2 = diag
(|mν1| eiφ1 , |mν2| eiφ2) . (5-46)
La matriz U2×2 tiene la forma
U †2×2M2×2M
†
2×2U2×2 = diag (|mν1| , |mν2|) . (5-47)
Ya que la matriz 2× 2 por ser hermı´tica M2×2M †2×2 tiene u´nicamente un factor de fase. Por
lo tanto la matriz puede ser escrita como
U2×2 =
(
sin % cos %
− cos %eiδν sin %eiδν
)
, (5-48)
donde sin % y cos % esta´ en funcio´n de las masas complejas mν1, mν2 y mν3. Sustituyendo en
(5-43), el resultado es
cos % =
√
mν3 −mν1
mν2 −mν1 , sin % =
√
mν2 −mν3
mν2 −mν1 , (5-49)
La unitariedad de U2×2 fija sin % para ser real y |sin %| ≤ 1. Esta condicio´n fija las fases φ1 y
φ2 como
|mν1| sinφ1 = |mν2| sinφ2 = |mν3| sinφν , (5-50)
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La fase real δν en (5-48) no esta´ limitada por la unitariedad de Uν . Al hacer una segunda
permutacio´n de las segunda y tercera filas y columnas en (5-44) y escribir las entradas en
Mν como funciones de las masas complejas mν1, mν2 y mν3, encontramos
Mν =
 mν3 0
√
(mν3 −mν1) (mν2 −mν3)e−iδν
0 mν3 0√
(mν3 −mν1) (mν2 −mν3)e−iδν 0 (mν1 +mν2 +mν3)e−i2δν
 (5-51)
y
Uν =

√
mν2−mν3
mν2−mν1
√
mν3−mν1
mν2−mν1 0
0 0 1
−
√
mν3−mν1
mν2−mν1 e
iδν −
√
mν2−mν3
mν2−mν1 e
iδν 0
 . (5-52)
Los u´nicos para´metros libres en estas matrices, adema´s de las masas de los neutrinos, son la
fase φν impl´ıcita en mν1, mν2 y mν3 y la fase de Dirac δν .
5.7. Matriz de mezcla de neutrinos para los dos modelos
La matriz de mezcla UPMNS es obtenida por el producto T
†
eLUνK. Realizando una adecuada
transformacio´n de fase, escribimos
UPMNS ≈

1√
2
x√
1−x2 sin %+
√
1−2x2√
1−x2 cos %
1√
2
x√
1−x2 cos %−
√
1−2x2√
1−x2 sin % − 1√2 x√1−x2 e−iδ
1√
2
1√
1+x2
sin %− x√
1−x2 cos %e
iδ 1√
2
1√
1−x2 cos %+
x√
1+x2
sin %eiδ − 1√
2
1+2 z
y(1−y)√
1−x2
1√
2
1√
1+
√
z
sin %+
√
z√
1+
√
z
cos %eiδ 1√
2
1√
1+
√
z
cos %+
√
z√
1+
√
z
sin %eiδ − 1√
2
1√
1+
√
z
K,
(5-53)
donde sin % y cos % fueron definidos anteriormente (5-49), mientras que x = me/mµ, δ =
δν − δe y K es la matriz de fase de Majorana diagonal dada por K = diag
(
1, eiα, eiβ
)
.
Una comparacio´n de esta expresio´n con la parametrizacio´n esta´ndar nos permitio´ derivar
expresiones para los a´ngulos de mezcla en funcio´n de la carga de los leptones y de las masas
de los neutrinos
sin θ13 ≈
1√
2
me
mµ√
1−
(
me
mµ
)2 , (5-54)
sin θ23 ≈ − 1√
2
√
1−
(
me
mµ
)2
√
1− 1
2
(
me
mµ
)2 , (5-55)
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y
tan θ12 ≈ −
√
mν2 −mν3
mν3 −mν1 ×
√1− 2x2 − 1√2x
√
mν3−mν1
mν2−mν3√
1− 2x2 + 1√
2
x
√
mν2−mν3
mν3−mν1
 . (5-56)
La dependencia de tan θ12 en la fase φν y las masas f´ısicas de los neutrinos se hace expl´ıcita
con la ayuda de la restriccio´ de la unitariedad de Uν dada por (5-50), obtenemos
tan2 % =
mν2 −mν3
mν3 −mν1 = −
(|mν2|2 − |mν3|2 sin2 φν)1/2 − |mν3| |cosφν |(|mν1|2 − |mν3|2 sin2 φν)1/2 − |mν3| |cosφν | . (5-57)
Similarmente, las fases de Majorana esta´n dadas por
sin 2α = sin(φ1 − φ1) = ±|mν3| sinφν|mν1| |mν2| ×
(√
|mν2|2 − |mν3|3 sin2 φν +
√
|mν1|2 − |mν3|3 sin2 φν
)
,
sin 2β = sin(φ1 − φν) = ±sinφν|mν1| ×
(
|mν3|
√
1− sin2 φν +
√
|mν1|2 − |mν3|3 sin2 φν
)
. (5-58)
Una ma´s completa y detallada discusio´n de las fases de Majorana en la matriz de mezcla
UPMNS se encuentra [100].
5.8. Violacio´n de CP en las oscilaciones de neutrinos para
los dos modelos
Dado que la matriz mezcla lepto´nica t´ıpicamente contiene fases que violan CP, entonces su
presencia puede afectar a las oscilaciones de neutrinos [101]. En esta seccio´n, se discuten los
aspectos teo´ricos de la violacio´n de CP en oscilaciones de neutrinos y la posibilidad de son-
dear experimentalmente sus efectos en futuras bu´squedas experimentales. Se ha reconocido
durante mucho tiempo que la fase de violacio´n de CP de Dirac presente en el ma´s simple
modelo de tres neutrinos podr´ıa en principio ser observado en experimentos de oscilacio´n de
neutrinos [102]. Probablemente, e´sta es la v´ıa ma´s prometedora para sondear directamen-
te la fase CP de Dirac presente en la matriz de mezcla de neutrinos, a menos que θ13 sea
demasiado pequen˜o.
Si CPT se conserva, la violacio´n de CP implica la violacio´n de T. Por lo anyerior, no con-
sideramos la posible violacio´n de CPT en el sector neutrinos. En la literatura es posible
encontrar trabajos realcionados con violacio´n de CP y/o T [103, 104, 105, 106, 107, 108].
Tal como se menciono´ al inicio de este cap´ıtulo, actualmente se sabe que la diferencia entre
las probabilidades de oscilacio´n para neutrino y antineutrino es proporcional al factor de
fase lepto´nica, de una forma ana´log a lo que sucede con el factor invariante CP del sector
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de quarks [145]. En la u´ltima de´cada, la violacio´n de CP en las oscilaciones de neutrinos ha
tenido gran intere´s [109, 110].
Con respecto a la aproximacio´n para argumentos grandes, se observa que la expresio´n 5-21
adquiere una forma ma´s complicada. Mediante la aplicacio´n de la inversio´n temporal, se
puede verificar que todos los te´rminos de 5-21 son invariantes a excepcio´n del u´ltimo. As´ı,
este te´rmino proporciona la violacio´n de CP en feno´meno de las oscilaciones de neutrinos.
Ma´s au´n, la combinacio´n Im [Uα1, Uα2, Uβ1, Uβ2], la cual es la fuente de la violacio´n de CP,
aparece con frecuencia [14] en secciones eficaces de procesos con violacio´n de CP y tiene
varias propiedades utiles. Esta combinacio´n puede ser escrita como
Im
[
Uαi, U
∗
αj, U
∗
βi, U
∗
βj
]
= J
∑
γ,k
αβγijk, (5-59)
donde J se denomina el invariante de Jarlskog, el cual se mantiene inalterado ante repara-
metrizaciones de la matriz UPMNS y proporciona una medida real de la violacio´n de CP.
Actualmente no existe informacio´n sobre la violacio´n CP lepto´nica. En experimentos de
oscilaciones de enutrinos se puede detectar efectos que violen CP [111], que tiene que ser
proporcionales al invariante de Jarlskog [112].
5.8.1. Probabilidad de conversio´n νµ → νµ
El invariante de Jarlskog para el proceso νµ → νµ
JCP = Im
{
Ue1Uµ2U
∗
µ1U
∗
e2
}[(
1
2
x2
(1− x2)
)
[sin % cos %] +
1√
2
x√
1− x2
x√
1 + x2
[
sin2 %eiδ
]
+
√
1− 2x2√
1− x2
1√
2
1√
1− x2
[
cos2 %
]
+
√
1− 2x2√
1− x2
x√
1 + x2
[sin % cos %] eiδ
]
[(
1
2
x2
(1− x2)
)
[sin % cos %]− 1√
2
x√
1− x2
x√
1 + x2
[
cos2 %e−iδ
]
−
√
1− 2x2√
1− x2
1√
2
1√
1− x2
[
sin2 %
]
+
√
1− 2x2√
1− x2
x√
1 + x2
[sin % cos %] e−iδ
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, (5-60)
A partir de estos resultados podemos establecer que las oscilaciones de neutrinos son, en
principio, u´tiles para estudiar la violacio´n de CP en el sector lepto´nico. En adicio´n, vemos
que existen alteraciones importantes en las probabilidades de oscilacio´n debido a la falta de
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esta simetr´ıa de tal manera que estas alteraciones definitivamente pueden tener efectos en
procesos donde CP no se respeta, tales como la leptogo´nesis del Universo temprano.
5.8.2. Probabilidad de conversio´n νe → ντ
Para este proceso se tiene que
JCP = Im {Ue1Uτ3U∗τ1U∗e3}
≈
(
1√
2
x√
1− x2 sin %e
iα +
√
1− 2x2√
1− x2 cos %e
iα
)(
1√
2
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1 + x2
sin %eiδ
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2
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,
(5-61)
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5.8.3. Probabilidad de conversio´n νµ → ντ
Para este proceso se encuentra que
JCP = Im
{
Uµ2Uτ3U
∗
τ2U
∗
µ3
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≈
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5.9. Para´metro de asimetr´ıa CP para los dos modelos
La asimetr´ıa CP en el decaimiento de part´ıculas pesadas son convencionalmente evaluadas
en la interferencia entre los diagramas a nivel arbol y las correcciones al ve´rtice a un loop a
trave´s de diagramas de caja [113] (ver anexo J sobre funciones especiales, parametrizacio´n
de Feynman, y funciones de Green a un punto, a dos puntos y a tres puntos). Tambie´n se
pueden tener en cuenta te´rminos de interferencia con correcciones a la autoenerg´ıa, los cuales
han sido considerados en varios modelos [114, 115]. A continuacio´n se presenta el caso de
neutrinos pesados de Majorana, los cuales son autoestados de masa si se agregan neutrinos
derechos al MEE. Puesto que estas part´ıculas son inestables, ellas no pueden aparecer como
estados iniciales o finales de los elementos de la matriz de dispersio´n S. De esta forma,
sus propiedades son definidas por los elementos de la matriz S para part´ıcula estable [116].
En esta seccio´n se hace una descripcio´n sobre la forma en que se calcula el para´metro de
asimetr´ıa CP en el decaimiento de los neutrinos pesados de Majorana a leptones y escalares
en el contexto del MEE con extensio´n de Majorana, es decir que incluye tres neutrinos de
Majorana de quiralidad derecha. Se usara´ la aproximacio´n en la cual las masas de los leptones
y del escalar es pequen˜a comparada con la masa del neutrino de Majorana. La asimetr´ıa de
CP esta´ definida por
i =
Γ(N → lφ)− Γ(N → lφ)
Γ(N → lφ) + Γ(N → lφ) . (5-67)
Bajo las transformaciones unitarias definidas en ??, se encuentra que los VEV se pueden
escribir como en (3-45),(3-46) y(3-47). Al hacer γR = θR/2 se encuentra directamente que
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las masas de los neutrinos derechos son reales. De esta forma, la matriz de masa para los
neutrinos ligeros del MSID-II es
mν = ζvLe
iθL − k
2
1
vR
(
ηζ−1d η
T
)
ei(2α1−θR), (5-68)
se transforma en
mν = ζvLe
i(θL−2γL) − k
2
1
vR
(
ηζ−1d η
T
)
ei(2α1+2γL−θR)
= mIIν +m
I
ν . (5-69)
A continuacio´n, se analizan dos posibles casos de intere´s de acuerdo con la escogencia de fase
que se realiza, que permitira´n determinar las cotas superiores a la asimetr´ı CP. En primer
lugar, por convencio´n se puede definir que γL = −α1 + θR/2. Esta escogencia particular de
fase permite hacer que el te´rmino mIν sea real y que m
II
ν sea puramente imaginario. Este caso
es llamado comu´nmente fase tipo II. De esta forma, la matriz de masa de neutrinos ligeros
se puede escribir como
mν = ζvLe
i(θ′L) − k
2
1
vR
(
ηζ−1d η
T
)
, (5-70)
con θ′L = (θL − θR + 2α1). De igual manera, para un segundo caso, al hacer γL = θL/2, se
encuentra que mIν es real y m
II
ν es puramente imaginario. Esta escogencia en particular es
llamada fase tipo I. Por lo anterior, se encuentra que la matriz de masa se puede escribir
como
mν = ζvL − k
2
1
vR
ei(θ
′
R)
(
ηζ−1d η
T
)
, (5-71)
con θ′R = (θL − θR + 2α1). Asumiremos que la asimetr´ıa lepto´nica del Universo es producida
por el decaimiento de los neutrinos pesados de Majorana en leptones y escalares del MEE
que violan CP. Tambie´n asumiremos una jerarqu´ıa de masa normal para los neutrinos pesa-
dos de Majorana. En este escenario, mientras los neutrinos mas pesados N2 y N3 decaen,
el mas liviano de los neutrinos pesados de Majorana se encuentra en equilibrio te´rmico. As´ı,
cualquier asimetr´ıa producida por el decaimiento de N2 y N3 ser´ıa cancelada por interac-
ciones que violan nu´mero lepto´nico mediadas por N1. Adema´s, la asimetr´ıa lepto´nica final
esta´ dada u´nicamente por el decaimiento de N1 que viola CP. La asimetr´ı CP esta´ dada por
1 = 
I
1 + 
II
1 , (5-72)
en donde la contribucio´n a I proviene de la interferencia a nivel arbol y las correcciones a
la autoenerg´ıa mediante diagramas de caja. Esta contribucio´n es similar a la del modelo de
fase tipo I [119, 120] y esta´ dada por
I1 =
3M1
16piv2
∑
i,j Im
[
ηT1i
(
mIν
)
ηj1
]
(ηTη)11
. (5-73)
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Por otra parte, la contribucio´n a II proviene de la interferencia a nivel arbol y de las correc-
ciones a un loop de diagramas que involucran al triplete 4L, la cual esta´ dada por
II1 =
3M1
16piv2
∑
i,j Im
[
ηT1i
(
mIIν
)
ηj1
]
(ηTη)11
. (5-74)
La asimetr´ıa total de CP esta´ dada por
II1 =
3M1
16piv2
∑
i,j Im
[
ηT1i
(
mIν +m
II
ν
)
ηj1
]
(ηTη)11
. (5-75)
A continuacio´n se utilizara´ el l´ımite sobre 1 proveniente de la asimetr´ı bario´nica observada
para obtener cotas superiores para las masas de los neutrinos derechos para los dos diferentes
tipos de fases.
5.9.1. Fases tipo I
En las fases tipo I el te´rmino de masa tipo II es real. As´ı la violacio´n de CP proviene del
te´rmino de masa tipo I u´nicamente. La asimetr´ıa CP total en este caso esta´ dada por [13]
1 = 
I
1 =
3M1k
2
1
16piv2vR
[
ηT1iηζ
−1
diagη
T
1iη
]
11
(ηTη)11
Im
(
e−iθ
′
R
)
. (5-76)
Consideremos el te´rmino tipo I de la matriz de masa de neutrinos ligeros
mIv = mv −mIIv
= −−k
2
1
vRx′
ηζ−1diagη
T e−iθ
′
R . (5-77)
Se puede encontrar una matriz diagonalizante U = OUfase para mIv, tal que
UTmIνU = −DmI = −diag.(mI1,mI2,mI3), (5-78)
donde (mI1, mI2, y mI3) son reales. Escogiendo Ufase = e
−iθ′R/2, entonces matriz diagonali-
zada es
DmI =
−k21
vRx′
O (ηζ−1diagηT )O. (5-79)
Introduciendo 5-79 en la ecuacio´n 5-76, el para´metro 1 se puede escribir como
I1 =
3M1
16piv2
∑
i
[(OηT )
1i
DmI
(OTη)
1i
]
(ηTη)11
Im
(
e−iθ
′
R
)
= I1 =
3M1
16piv2
∑
imIi
(OTη)2
1i
(ηTη)11
Im
(
e−iθ
′
R
)
, (5-80)
por lo tanto, el l´ımite teo´rico superior de la asimetr´ıa CP esta´ dado por [119, 120]
|1,max| = 3M1
16piv2
∑
i
mIi. (5-81)
En la anterior espresio´n, los mI son los valores propios de la matriz m
I
v y no son las masas
f´ısicas de los neutrinos ligeros.
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5.10. Conclusiones
Hemos estudiado la violacio´n de CP en las oscilacio´nes de neutrinos y hemos discutido que
la sensibilidad para tales efectos afectar´ıa a la medicio´n de la oscilacio´n. Para esto, hemos
considerado concretamente el problema de los efectos en las oscilaciones de neutrinos de
interacciones que violan CP tales como las del M2DH-III y el MSID-II. Para esto hemos
examinado la formula general de oscilaciones permitiendo fases complejas en la matriz de
mezcla de neutrinos, las cuales implican violacio´n de CP. Hemos realizado ciertas aproxi-
maciones que nos han permitido encontrar efectos espec´ıficos fa´ciles de interpretar. A pesar
de que la probabilidad de oscilacio´n es invariante CP, hemos llegado a que es sensible al
valor de la fase de violacio´n de CP. Por lo tanto, con esta jerarqu´ıa el proceso de oscilacio´n
podr´ıa ser usado para obtener informacio´n acerca de la violacio´n de CP en el sector lepto´nico.
Debemos notar aqu´ı que la sensibilidad con respecto a los para´metros de violacio´n de CP
depende fuertemente en la parametrizacio´n escogida para la matriz PMNS, por lo cual en
general podemos esperar que las probabilidades de oscilacio´n dependan en alguna medida
de los para´metros de violacio´n de CP.
6. Conclusiones
6.1. Conclusiones
En el M2DH se ha introducido un doblete extra de Higgs y tres nuevos acoplamientos de
Yukawa en los sectores quark y lepto´nico respecto al MEE. Por conteo de grados de libertad
despue´s de la RES el espectro de part´ıculas del sector de Higgs del M2DH se extiende,
permitiendo la aparicio´n de cinco nuevos bosones de Higgs reales, tres bosones escalares
neutros A0, h0, H0 y dos bosones escalares cargados H±. Dependiendo de la manera como
se ha dotado de masa a los fermiones, el M2DH se clasifica como de tipo I, tipo II y tipo
III. En el M2DH tipo I, un doblete de Higgs proporciona masa a los quarks tipo up y tipo
down simulta´neamente. En el M2DH tipo II un doblete dota de masa a los quarks up y el
otro a los quarks down. Para evitar la existencia de CNCS a nivel a´rbol se ha introducido
en estos modelos una simetr´ıa discreta. No obstante, si no se tiene en cuenta esta simetr´ıa,
ambos dobletes pueden generar las masas para los quarks up y down simulta´neamente. Este
modelo es conocido como M2DH-III.//
Por otra parte, el MSID permite dar una explicacio´n natural al origen de la violacio´n de la
simetr´ıa de paridad (P) y tambie´n al origen de la violacio´n de la simetr´ıa carga-paridad (CP).
En el MSID no existen grandes CNCS que entren en conflicto con los datos experimentales,
ofrecie´ndo un rico panorama fenomenolo´gico de violacio´n de CP en el sector de leptones
y nuevos bosones de Higgs neutros, una vez cargados y dos veces cargados en la escala
electrode´bil. Mediante un ana´lisis nume´rico detallado de la relacio´n existente entre las CNCS
y las dos fases de CP esponta´neas presentes en el MSID, se ha podido explorar el papel que
juega cada una de las dos fases de violacio´n de CP espanta´neas presentes en este modelo.
Cada fase de CP esta´ relacionada con uno de los sectores de materia: el de quarks o el de
leptones. Se ha encontrado que diferentes combinaciones de valores nulos o ma´ximos entre las
dos fases de CP esponta´neas conducen a cuatro casos diferentes correspondientes a violacio´n
de CP ma´xima o nula en el sector de quarks y en el de leptones. As´ı mismo se ha establecido
que la u´nica manera de suprimir las CNCS en el MSID es ajustar cerca a cero la fase de
CP esponta´nea asociada con el sector de quarks, como en los casos III y IV estudiados
previamente, pudie´ndose concluir que el monto de la violacio´n de CP en el sector de leptones
no depende de las restricciones teo´ricas estudiadas.//
Considerando que el MSS se implementa en el MEE a trave´s de una extensio´n poco natural
del mismo, denominada extensio´n de Majorana, es interesante implementar el MSS de forma
simple y elegante en algunos modelos ma´s alla´ del MEE. Teniendo lo anterior en mente, se
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ha estudiado la implementacio´n del MSS en el M2DH-III y en el MSID-II. Hemos encontrado
que el MSS explica la pequen˜ez de la masa del neutrino al considerar que el singlete posee
una masa muy grande, por lo que se obtiene que las masas de los neutrinos de quiralidad
izquierda son muy pequen˜as comparadas con las de los dema´s fermiones de la misma familia.
Tambin´ hemos mostrado la equivalencia entre el MEE extendido con el singlete en el escena-
rio del MSS. Al adicionar un segundo doblete de Higgs SU(2) en el M2DH-III, la presencia
de este doblete permite una explicacio´n de la pequen˜ez de la masa de los neutrinos en el
contexto del MSS tipo I. Adicionalmente, hemos considerado el escenario h´ıbrido el cual es
una extensio´n del MEE con la inclusio´n simulta´nea de un singlete y un triplete de Majorana.
Hemos estudiado directamente el MSS para este caso, mostrando que la matriz de masa de
los neutrinos ligeros corresponde a la suma de las matrices obtenidas para cada uno de los
casos por separado.
As´ı mismo, hemos mostrado que esta extensio´n del MEE posee una importante consecuencia
en las oscilaciones, ya que si la matriz de masa de los neutrinos ligeros no presenta sub-
matrices con determinante cero, se podr´ıa esperar que esta provenga de la extensio´n con
singlete y triplete simulta´neos. Dado que en el M2DH-III se tiene la misma fenomenolog´ıa
relacionada con los fermiones y los bosones de gauge que en el MEE, entonces la nueva f´ısica
esta´ restringida al aumento en el nu´mero de bosones de Higgs de uno en el MEE a cinco
en el M2DH. Por esta razo´n, ha sido necesario extender el M2DH-III con: (i) un singlete de
Majorana por cada sabor de neutrino (MSS tipo I); (ii) un triplete de Majorana por cada
sabor de neutrino (MSS tipo III); (ii) un singlete y un triplete de Majorana por cada sabor
de neutrino (MSS hibrido) con el fin de dotar con masa muy pequen˜a a los neutrinos de
quiralidad izquierda. Al igual que en el caso del MEE con la extensio´n de Majorana, el MSS
en el M2DH-III resulta poco natural.//
Por otra parte, hemos mostrado que el lagrangiano de Yukawa del MSID es totalmente
real, con lo cual en el MSID no se tienen fases complejas expl´ıcitas. Se ha visto que en el
MSID debido a la inclusio´n de un bidoblete y dos tripletes de campos escalares, el sector
escalar del MSID resulta muy interesante y presenta propiedades destacables, entre las cuales
podemos mencionar la presencia de dos fases complejas esponta´neas con origen en la RES,
la existencia de una amplia variedad de bosones escalares neutros, cargados, doblemente
cargados, y la posibilidad de explicar el origene de la masa tan pequen˜a de los neutrinos de
quiralidad izquierda de una forma satisfactoria mediante la implementacio´n del MSS tipo
I. La implementacio´n del MSS tipo I en el MSID es bastante natural debido a que no es
necesario meter a mano nuevos te´rminos en el lagrangiano de Yukawa. Adicionalmente, el
MSID permite explicar de una forma natural no solo el origen de la violacio´n de CP sino
tambie´n el origen de la violacio´n de paridad (P), adema´s de dar un significado f´ısico al
nu´mero cua´ntico de hipercarga (Y ), identifica´ndolo con la diferencia entre nu´mero bario´nico
y nu´mero lepto´nico (B − L).//
En el tratamiento de las oscilaciones de neutrinos, desde el punto de vista de las amplitudes
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de transicio´n, hemos considerado un aspecto adicional y es el tener en cuenta las fases de
violacio´n de CP presentes en las matrices de mezcla de los neutrinos. Se ha mosgtrado que
el monto de violacio´n CP es proporcional al invariante de Jarlskog, el cual se mantiene
inalterado ante reparametrizaciones de la matriz PMNS y proporcional una medida real de
la violacio´n de CP. Concretamente, hemos estudiado la violacio´n de CP en las oscilacio´nes
de neutrinos y hemos discutido que la sensibilidad para tales efectos afectar´ıa a la medicio´n
de la oscilacio´n. Para esto, hemos considerado el problema de los efectos en las oscilaciones
de neutrinos de interacciones que violan CP tales como las del M2DH-III y el MSID-II. Para
esto hemos examinado la formula general de oscilaciones permitiendo fases complejas en la
matriz de mezcla de neutrinos, las cuales implican violacio´n de CP. Hemos realizado ciertas
aproximaciones que nos han permitido encontrar efectos espec´ıficos fa´ciles de interpretar. A
pesar de que la probabilidad de oscilacio´n es invariante CP, hemos llegado a que es sensible
al valor de la fase de violacio´n de CP. Por lo tanto, con esta jerarqu´ıa el proceso de oscilacio´n
podr´ıa ser usado para obtener informacio´n acerca de la violacio´n de CP en el sector lepto´nico.
Es importante notar que la sensibilidad con respecto a los para´metros de violacio´n de CP
depende fuertemente en la parametrizacio´n escogida para la matriz PMNS, por lo cual en
general podemos esperar que las probabilidades de oscilacio´n dependan en alguna medida
de los para´metros de violacio´n de CP.
A. Anexo: Determinacio´n de los
auto-estados de masa M2DH
Ligaduras del Potencial
EL potencial puede ser escrito en te´rmino de los operadores hermı´ticos
Aˆ ≡ Φ†1Φ1, Bˆ ≡ Φ†2Φ2, Cˆ ≡
1
2
(
Φ†1Φ2 + Φ
†
2Φ1
)
, Dˆ ≡ − i
2
(
Φ†1Φ2 − Φ†2Φ1
)
. (A-1)
El potencial ma´s general, renormalizable e invariante bajo SU(2) × U(1) esta dado por la
siguiente expresio´n
V = −µ21Aˆ− µ22Bˆ − µ23Cˆ − µ24Dˆ + λ1Aˆ2 + λ2Bˆ2 + λ3Cˆ2
+ λ4Dˆ
2 + λ5AˆBˆ + λ6AˆCˆ + λ7BˆCˆ + λ8AˆDˆ + λ9BˆDˆ + λ10CˆDˆ. (A-2)
Los dos campos complejos pueden ser expandidos en te´rminos de 4 campos reales como sigue
Φ1 =
(
φ1 + iφ2
φ3 + iφ4
)
Φ2 =
(
φ5 + iφ6
φ7 + iφ8
)
. (A-3)
Asumiremos en principio la no existencia de violacio´n de CP esponta´nea, exigiendo los VEV
para ser reales, tal que 〈φ3〉 = v1/
√
2, 〈φ7〉 = v2/
√
2. Las condiciones mı´nimas del potencial
se establecen al examinar
Ti =
∂V
∂φi
∣∣∣∣
〈φ3〉=v1/
√
2;〈φ7〉=v2/
√
2
= 0, (A-4)
con φi, (i = 1, ..., 8 =. A partir de los auto estados de gauge escalares definidos anteriormente,
se obtienen las siguientes ecuaciones:
0 = T3 =
1
4
λ7v
3
2 + λ1v
3
1 +
3
4
λ6v
3
1 − µ21v1 +
1
2
λ3v
3
2v1 +
1
2
λ5v1v
2
2 −
1
2
µ23v2,
0 = T4 = (−2µ24 + λ9v22 + λ8v21 + λ10v2v1)v2,
0 = T7 =
3
4
λ7v
2
2v1 − µ22v2 + λ2v32 −
1
2
µ23v1 +
1
4
λ6v
3
1 +
1
2
λ3v
2
1v2 +
1
2
λ5v2v
2
1,
0 = T8 = (2µ
2
4 + λ9v
2
2 + λ8v
2
1 + λ10v2v1)v1. (A-5)
Para la matriz de masa, antes de reemplazar las ligaduras del potencial, se tiene que
M2ij =
1
2
∂2V
∂φi∂φj
∣∣∣∣
〈φ3〉=v1/
√
2;〈φ7〉=v2/
√
2
= 0, (A-6)
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por lo tanto la matriz de masa 8× 8 es

M211 0 0 0 M
2
15 M
2
16 0 0
0 M222 0 0 M
2
25 M
2
26 0 0
0 0 M233 M
2
34 0 0 M
2
37 M
2
38
0 0 M243 M
2
44 0 0 M
2
47 M
2
48
M215 M
2
25 0 0 M
2
55 0 0 0
M216 M
2
26 0 0 0 M
2
66 0 0
0 0 M237 M
2
47 0 0 M
2
77 M
2
78
0 0 M238 M
2
48 0 0 M
2
78 M
2
88

, (A-7)
donde los elementos de matriz esta´n dados por
M211 = −µ21 + λ1v21 +
1
2
λ5v
2
2 +
1
2
λ6v1v2,
M215 = −
1
2
µ23 +
1
2
λ3v1v2 +
1
4
λ6v
2
1 +
1
4
λ7v
2
2,
M216 = −
1
2
µ24 +
1
4
λ10v1v2 +
1
4
λ8v
2
1 +
1
4
λ9v
2
2,
M222 = −µ21 + λ1v21 +
1
2
λ5v
2
2 +
1
2
λ6v1v2,
M225 = −
1
4
λ9v
2
2 −
1
4
λ10v1v2 +
1
2
µ24 −
1
4
λ8v
2
1,
M226 = −
1
2
µ23 +
1
4
λ7v
2
2 +
1
4
λ6v
2
1 +
1
2
λ3v1v2,
M233 = −µ21 + 3λ1v21 +
1
2
λ3v
2
2 +
1
2
λ5v
2
2 +
3
2
λ6v1v2,
M234 = −
1
2
λ8v1v2 − 1
4
λ10v
2
2,
M237 = −
1
2
µ23 +
3
4
λ7v
2
2 +
3
4
λ6v
2
1 + λ5v1v2 + λ3v1v2,
M238 =
1
4
λ9v
2
2 +
1
2
λ10v1v2 +−1
2
µ24 +
3
4
λ8v
2
1,
M244 = −µ21 + λ1v21 +
1
2
λ4v
2
2 +
1
2
λ5v
2
2 +
1
2
λ6v1v2,
M247 = −
3
4
λ9v
2
2 −
1
2
λ10v1v2 +
1
2
µ24 +
1
4
λ8v
2
1,
M248 = −
1
2
µ23 +
1
4
λ7v
2
2 +
1
4
λ6v
2
1 +
1
2
λ3v1v2 − 1
2
λ4v1v2,
M255 = −µ22 + λ2v22 +
1
2
λ5v
2
1 +
1
2
λ7v1v2,
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M266 = −µ22 + λ2v22 +
1
2
λ5v
2
1 +
1
2
λ7v1v2,
M277 = µ
2
2 + 3λ2v
2
2 +
1
2
λ3v
2
1 +
1
2
λ5v
2
1 +
3
2
λ7v1v2,
M278 =
1
2
λ9v1v2 +
1
4
λ10v
2
1,
M288 = −µ22 + λ2v22 +
1
2
λ4v
2
1 +
1
2
λ5v
2
1 +
1
2
λ7v1v2. (A-8)
Si solucionamos las condiciones mı´nimas del potencial cuando v2 = 0, siendo e´sta una solu-
cio´n va´lida, y reemplazamos estas condiciones en las ligaduras, entonces despue´s de algunos
paso algebraicos se obtiene que los te´rminos de masa son
M211 = 0, M
2
15 = 0, M
2
16 =
1
4
λ8v
2
1, M
2
22 = 0, M
2
25 = −
1
2
λ8v
2
1, M
2
26 = 0, M
2
33 = 2λ1v
2
1,
M234 = 0, M
2
37 =
1
2
λ6v
2
1, M
2
38 = λ8v
2
1, M
2
44 = 0, M
2
47 = −
1
2
λ8v
2
1, M
2
48 = 0,
M255 = −µ22 +
1
2
λ5v
2
1, M
2
66 = −µ22 +
1
2
λ5v
2
1, M
2
77 = −µ22 +
1
2
λ3v
2
1 +
1
2
λ5v
2
1, M
2
78 =
1
4
λ10v
2
1,
M288 = −µ22 +
1
2
λ4v
2
1 +
1
2
λ5v
2
1. (A-9)
Se aprecia que el potencial (2-15) viola CP expl´ıcitamente por medio de los te´rminosM16,M25,M34,
M47,M78 de la matriz de masa, ya que estos te´rminos mezclan partes reales con partes ima-
ginarias de los campos complejos neutros Φ01,Φ
0
2.
B. Anexo: Lagrangiano de Yukawa del
M2DH
Sustituyendo los te´rminos correspondientes en el lagrangiano (2-18) obtenemos en forma
matricial que
−LY =
(
ν0iL e
0
iL
)
ηEij
(
φ+1
φo1
)
e0jR +
(
ν0iL e
0
iL
)
ξEij
(
φ+2
φo2
)
e0jR
+
(
u0iL d
0
iL
)
ηUij
(
φ01
−φ−1
)
u0jR +
(
u0iL d
0
iL
)
ξUij
(
φ02
−φ−2
)
u0jR
+
(
u0iL d
0
iL
)
ηDij
(
φ+1
φo1
)
d0jR +
(
u0iL d
0
iL
)
ξDij
(
φ+2
φo2
)
d0jR + h.c. (B-1)
Realizando los productos
−LY = ν0iLηEijφ+1 e0jR + e0iLηEijφ01e0jR + ν0iLξEijφ+2 e0jR + e0iLξEijφ02e0jR
+u0iLη
U
ijφ
0
1u
0
jR − d0iLηUijφ−1 u0jR + ν0iLξUijφ02d0jR − d0iLξUijφ−2 u0jR
+u0iLη
D
ijφ
+
1 d
0
jR + d
0
iLη
D
ijφ
0
1d
0
jR + u
0
iLξ
D
ijφ
+
2 d
0
jR + d
0
iLξ
D
ijφ
0
2d
0
jR
+h.c., (B-2)
factorizando
−LY = ν0iL
(
ηEijφ
+
1 + ξ
E
ijφ
+
2
)
e0jR + e
0
iL
(
ηEijφ
0
1 + ξ
E
ijφ
0
2
)
e0jR
+u0iL
(
ηUijφ
0
1 + ξ
U
ijφ
0
2
)
u0jR − d0iL
(
ηUijφ
−
1 + η
U
ijφ
−
2
)
u0jR
+u0iL
(
ηDijφ
+
1 + η
D
ijφ
+
2
)
d0jR + d
0
iL
(
ηDijφ
o
1 + ξ
D
ijφ
o
2
)
d0jR
+h.c. (B-3)
Introduciendo la siguiente notacio´n vectorial:
N =

ν1
ν2
ν3
...
 , E =

e1
e2
e3
...
 , U =

u1
u2
u3
...
 , D =

d1
d2
d3
...
 (B-4)
y definiendo la matr´ız de masa como
M =
ηv1 + ξv2√
2
, (B-5)
102 B Anexo: Lagrangiano de Yukawa del M2DH
el lagrangiano de Yukawa adquiere la forma
−LY = N0L
(
ηEφ+1 + ξ
Eφ+2
)
E0R −D0L
(
ηUφ−1 + ξ
Uφ−2
)
U0R + U
0
L
(
ηDφ+1 + ξ
Dφ+2
)
D0R
+E0L
(
ηEφo1 + η
Eφo2
)
E0R + U
0
L
(
ηUφo1 + ξ
Uφo2
)
U0R +D
0
L
(
ηDφo1 + ξ
Dφo2
)
D0R + h.c.
Cada uno factores entre pare´ntesis de los te´rminos del anterior lagrangiano se puede reescribir
a partir de las siguientes definiciones:
sin β =
v2
v
, cos β =
v1
v
. (B-6)
Teniendo en cuenta estas definicio´nes, usando 1/v = g/2MW y multiplicando por
√
2√
2
y por
sinβ
sinβ
, se obtiene que los factores que aparecen entre pare´ntesis en cada uno de los te´rminos
del lagrangiano se escriben como
ηφ±1 + ξφ
±
2 = η(G
±
w cos β −H± sin β) + ξ(G±w sin β +H± cos β)
= (η cos β + ξ sin β)G±w − η sin βH± + ξ cos βH±
=
√
2
v
(
ηv1 + ξv2√
2
)
G±w −
η
sin β
sin2 βH± +
cos β
sin β
ξ sin βH±
=
g√
2MW
MG±w +
η
sin β
cos2 βH± − η
sin β
H± +
cos β
sin β
ξ sin βH±
=
g√
2MW
MG±w + cot β(η cos β + ξ sin β)H
± − η
sin β
H±
=
g√
2MW
MG±w +
√
2
v
cot β
(
ηv1 + ξv2√
2
)
H± − η
sin β
H±
=
g√
2MW
MG±w +
g cot β√
2MW
MH± − η
sin β
H±, (B-7)
ηφ01 + ξφ
0
2 =
η√
2
[
H0 cosα− h0 sinα + v1 + iG0Z cos β − iA0 sin β
]
(B-8)
+
ξ√
2
[
H0 sinα + h0 cosα + v2 + iG
0
Z sin β + iA
0 cos β
]
(B-9)
=
η√
2
cosαH0 − η√
2
sinαh0 +
ξ√
2
sinαH0 +
ξ√
2
cosαh0
+
(
ηv1 + ξv2√
2
)
+
i
v
(
ηv1 + ξv2√
2
)
G0Z
+ i
cos β
sin β
ξ√
2
sin βA0i
1
sin β
η√
2
sin2 βA0 (B-10)
=
cos β√
2 sin β
η sinαH0 +
1√
2
ξ sinαH0 +
cos β√
2 sin β
η cosαh0 +
1√
2
ξ cosαh0
− cos β√
2 sin β
η sinαH0 +
1√
2
η cosαH0 − cos β√
2 sin β
η cosαh0 +
1√
2
ξ sinαh0
+ M +
ig
2MW
MG0Z + i cot β
ξ√
2
sin βA0 − i 1
sin β
η√
2
A0 (B-11)
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=
1√
2v2
ηv1 sinαH
0 +
1√
2v2
ξv2 sinαH
0 +
1√
2v2
ηv1 cosαh
0 +
1√
2v2
ξv2 cosαh
0
− η√
2 sin β
(sinα cos β − sin β cosα)H0 − η√
2 sin β
(cosα cos β + sinα sin β)h0
+ M +
ig
2MW
MG0Z + i
cot β
v
(
ηv1 + ξv2√
2
)
A0 − i 1
sin β
η√
2
A0 (B-12)
=
1
v sin β
(
ηv1 + ξv2√
2
)
sinαH0 +
1
v sin β
(
ηv1 + ξv2√
2
)
cosαh0
− η√
2 sin β
sin (α− β)H0 − η√
2 sin β
cos (α− β)h0
+ M +
ig
2MW
MG0Z −
ig cot β
2MW
MA0 − i√
2 sin β
ηA0 (B-13)
= M +
ig
2MW
MG0Z −
ig cot β
2MW
MA0 − i√
2 sin β
ηA0
+
g
2MW sin β
M(sinαH0 + cosαh0)
− i√
2 sin β
η
[
sin (α− β)H0 + cos (α− β)h0] . (B-14)
Sustituyendo los anteriores factores, se observa que el lagrangiano de Yukawa toma la forma
−LY = N0L
(
g√
2Mw
MEG+w +
g cot β√
2Mw
MEH+ − 1
sin β
ηEH+
)
E0R
− D0L
(
g√
2Mw
MUG−w +
g cot β√
2Mw
MUH− − 1
sin β
ηUH−
)
U0R
+ U0L
(
g√
2Mw
MdG+w +
g cot β√
2Mw
MDH+ − 1
sin β
ηDH+
)
D0R
+ E0L
(
ME +
ig
2Mw
MEG0z +
ig cot β
2Mw
MEA0 − 1√
2 sin β
ηEA0
)
E0R
+ U0L
(
MU +
ig
2Mw
MUG0z +
ig cot β
2Mw
MUA0 − 1√
2 sin β
ηUA0
)
U0R
+ D0L
(
MD +
ig
2Mw
MDG0z +
ig cot β
2Mw
MDA0 − 1√
2 sin β
ηDA0
)
D0R
+ E0L
(
g
2Mw sin β
ME(Ho sinα + ho cosα)
)
E0R
+ U0L
(
g
2Mw sin β
MU(Ho sinα + ho cosα)
)
U0R
(B-15)
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+ D0L
(
g
2Mw sin β
MD(Ho sinα + ho cosα)
)
E0D
− E0L
(
1√
2 sin β
ηE [Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)]
)
E0R
− U0L
(
1√
2 sin β
ηU [Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)]
)
U0R
− D0L
(
1√
2 sin β
ηD [Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)]
)
D0R
+ h.c. (B-16)
Desarrollando expl´ıcitamente los productos en el anterior lagrangiano, se obtiene que
−LY = g√
2Mw
(
N0LM
EE0RG
+
w −D0LMUU0RG−w + U0LMDD0RG+w
)
+
g cot β√
2Mw
(
N0LM
EE0RH
+ −D0LMUH−U0R + U0LMDH+D0R
)
− 1
sin β
(
N0Lη
EE0RH
+ −D0LηUU0RH− + U0LηDD0RH+
)
+ h.c
+E0LM
EE0R + U
0
LM
UU0R +D
0
LM
DD0R
+
ig
2Mw
(
E0LM
EE0R + U
0
LM
UU0R +D
0
LM
DD0R
)
Goz
+
ig cot β
2Mw
(
E0LM
EE0R + U
0
LM
UU0R +D
0
LM
DD0R
)
Ao
− i√
2 sin β
(
E0Lη
EE0R + U
0
Lη
UU0R +D
0
Lη
DD0R
)
Ao
g
2Mw sin β
(
E0LM
EE0R + U
0
LM
UU0R +D
0
LM
DD0R
)
[Ho sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
(
E0Lη
EE0R + U
0
Lη
UU0R +D
0
Lη
DD0R
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)] .(B-17)
Convertimos los campos del lagrangiano de Yukawa en estados propios de masa con las
transformaciones unitarias dadas por
NL = SLN
0
L, EL = TLE
0
L, UL = VLU
0
L, DL = WLD
0
L,
ER = TRE
0
R, UR = VRU
0
R, DR = WRD
0
R,
(B-18)
cuyos adjuntos conjugados son
NL = N0LS
†
L, EL = E
0
LT
†
L, UL = U
0
LV
†
L , DL = D
0
LW
†
L,
ER = E0RT
†
R, UR = U
0
RV
†
R, DR = D
0
RW
†
R.
(B-19)
Con las transformaciones unitarias, adema´s de poder obtener los estados propios de masa,
es posible diagonalizar la matriz de masa
MdiagE = TLM
ET †R M
diag
U = VLM
UV †R M
diag
D = WLM
DW †R. (B-20)
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Sin embargo se observa que la anterior transformacio´n no puede diagonalizar a η simulta´nea-
mente, con lo cual es necesario introducir la transformacio´n I = A†A al lado izquierdo y
derecho de la matriz M y de esta forma el lagrangiano de Yukawa queda escrito como
−LY = g√
2MW
 N0LS
†
LSLT
†
LTLM
ET †RTRE
0
RG
+
w
−D0LW †LWLV †LVLMUV †RVRU0RG−w
+U0LV
†
LVLW
†
LWLM
DW †RWRD
0
RG
+
w

+
g cot β√
2MW
 N0LS
†
LSLT
†
LTLM
ET †RTRE
0
RH
+
−D0LW †LWLV †LVLMUV †RVRU0RH−
+U0LV
†
LVLW
†
LWLM
DW †RWRD
0
RH
+

− 1
sin β
 N0LS
†
LSLT
†
LTLM
ET †RTRE
0
RH
+
−D0LW †LWLV †LVLMUV †RVRU0RH−
+U0LV
†
LVLW
†
LWLM
DW †RWRD
0
RH
+

+ E0LT
†
LTLM
ET †RTRE
0
R + U
0
LV
†
LVLM
UV †RVRU
0
R +D
0
LW
†
LWLM
DW †RWRD
0
R
+
ig
2MW
 E0LT
†
LTLM
ET †RTRE
0
R
+U0LV
†
LVLM
UV †RVRU
0
R
+D0LW
†
LWLM
DW †RWRD
0
R
Goz
+
ig cot β
2MW
 E0LT
†
LTLM
ET †RTRE
0
R
+U0LV
†
LVLM
UV †RVRU
0
R
+D0LW
†
LWLM
DW †RWRD
0
R
Ao
− i√
2 sin β
 E0LT
†
LTLM
ET †RTRE
0
R
+U0LV
†
LVLM
UV †RVRU
0
R
+D0LW
†
LWLM
DW †RWRD
0
R
Ao
+
g
2MW sin β
 E0LT
†
LTLM
ET †RTRE
0
R
+U0LV
†
LVLM
UV †RVRU
0
R
+D0LW
†
LWLM
DW †RWRD
0
R
 (Ho sinα + ho cosα)
− 1√
2 sin β
 E0LT
†
LTLM
ET †RTRE
0
R
+U0LV
†
LVLM
UV †RVRU
0
R
+D0LW
†
LWLM
DW †RWRD
0
R
 [Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)]
+ h.c., (B-21)
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el cual, despue´s de realizarse expl´ıcitamente las multiplicaciones, adquiere la forma
−LY = g√
2MW
(
NLSLT
†
LM
diag
E ERG
+
w −DLWLV †LMdiagU URG−w + ULVLW †LMdiagD DRG+w
)
+
g cot β√
2MW
(
NLSLT
†
LM
diag
E ERH
+ −DLWLV †LMdiagU URH− + ULVLW †LMdiagD DRH+
)
− 1
sin β
(
NLSLT
†
LTLηEERH
+ −DLWLV †LηUURH− + ULVLW †LηDDRH+
)
(B-22)
+ ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
+
ig
2MW
(
ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
)
Goz
+
ig cot β
2MW
(
ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
)
Ao
− i√
2 sin β
(
ELηEER + ULηUUR +DLηDDR
)
Ao
+
g
2MW sin β
(
ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
)
(Ho sinα + ho cosα)
− 1√
2 sin β
(
ELηEER + ULηUUR +DLηDDR
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)]
+ h.c. (B-23)
Ahora introduciendo las transformaciones unitarias entre los te´rminos del lagrangiano, ha-
ciendo uso de las matrices del sector lepto´nico I = SLT
†
L (no existe mezcla para el sector
lepto´nico) y la del sector de quarks (matriz de CKM) V = VLW
†
L, y separando los lagran-
gianos para cada uno de los sectores up y down, se obtiene que
−LY = g√
2MW
(
NLM
diag
E ERG
+
w −DLV †MdiagU URG−w + ULVMdiagD DRG+w
)
+
g cot β√
2MW
(
NLM
diag
E ERH
+ −DLV †MdiagU URH− + ULVMdiagD DRH+
)
− 1
sin β
(
NLηEERH
+ −DLV †ηUURH− + ULV ηDDRH+
)
+ ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
+
ig
2MW
(
ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
)
Goz
+
ig cot β
2MW
(
ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
)
Ao
− i√
2 sin β
(
ELηEER + ULηUUR +DLηDDR
)
Ao
+
g
2MW sin β
(
ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
)
(Ho sinα + ho cosα)
− g√
2 sin β
(
ELηEER + ULηUUR +DLηDDR
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)]
+ h.c. (B-24)
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Tomando el hermı´tico conjugado del segundo te´rmino dentro del pare´ntesis (DLM
diag
U URY
−)† =
(D†Lγ
0MdiagU URY
−)† = (U †Rγ
0†Mdiag†U DLY
+) = U †Rγ
0†MdiagU DLY
+ = URM
diag†
U DLY
+, el la-
grangiano de Yukawa se escribe como
−LY = g√
2MW
(
NLM
diag
E ER − URMdiagU V DL + ULVMdiagD DR
)
G+w
+
g cot β√
2MW
(
NLM
diag
E ER − URMdiagU V DL + ULVMdiagD DR
)
H+
− 1
sin β
(
NLηEERH
+ − URηUV DL + ULV ηDDR
)
H+
+ ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
+
ig
2MW
(
ELM
diag
E ER + URM
diag
U UL +DLM
diag
D DR
)
G0z
+
ig cot β
2MW
(
ELM
diag
E ER + URM
diag
U UL +DLM
diag
D DR
)
A0
− i√
2 sin β
(
ELηEER + URηUUL +DLηDDR
)
A0
+
g
2MW sin β
(
ELM
diag
E ER + URM
diag
U UL +DLM
diag
D DR
)
(H0 sinα + h0 cosα)
− g√
2 sin β
(
ELηEER + URηUUR +DLηDDR
) [
H0 sin (α− β) + h0 cos (α− β)]
+ h.c. (B-25)
Teniendo en cuenta las siguientes identidades
ELMER = E
†
Lγ
0MPRE = E
†PLγ0MPRE = E†γ0PRMPRE = E†γ0MPRPRE = EMER,
ERMEL = E
†
Rγ
0MPLE = E
†PRγ0MPLE = E†γ0PLMPLE = E†γ0MPLPLE = EMEL,(B-26)
entonces
ELMER + ERMEL = EMER + EMEL = EM(ER + EL) = EME,
ELMER − ERMEL = EMER + EMEL = EM(ER − EL) = EMγ5E. (B-27)
De igual forma, con las identidades
NLM
diag
E ER = N
†PLγ0M
diag
E PRE = NM
diag
E PRE,
ULVM
diag
D DR = U
†PLγ0VM
diag
D PRD = UVM
diag
D PRD,
URM
diag
U V DL = U
†PRγ0M
diag
U V PLD = UM
diag
U V PLD. (B-28)
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Si ahora se suma el hermı´tico conjugado en el lagrangiano de Yukawa se tiene que
−LY = g√
2MW
(
NLM
diag
E PRE − URMdiagU V PLD + ULVMdiagD PRD
)
G+w
+
g cot β√
2MW
(
NLM
diag
E PRE − URMdiagU V PLD + ULVMdiagD PRD
)
H+
− − 1
sin β
(
NLηEPREH
+ − URηUV PLD + ULV ηDPRD
)
H+ + h.c
+ ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
+
ig
2MW
 EM
diag
E (PR − PL)E
+U(PL − PR)MdiagU U
+DMdiagD (PR − PL)D
G0z
+
ig cot β
2MW
 EM
diag
E (PR − PL)E
+U(PL − PR)MdiagU U
+DMdiagD (PR − PL)D
A0
− i√
2 sin β
 Eη
diag
E (PR − PL)E
+U(PL − PR)ηdiagU U
+DηdiagD (PR − PL)D
A0
+
g
2MW sin β
 EM
diag
E (PR + PL)E
+U(PL + PR)M
diag
U U
+DMdiagD (PR + PL)D
 (H0 sinα + h0 cosα)
− g√
2 sin β
 Eη
diag
E (PR + PL)E
+U(PL + PR)η
diag
U U
+DηdiagD (PR + PL)D
[H0 sin (α− β) + h0 cos (α− β)] . (B-29)
Para los campos neutros, teniendo en cuenta que al sumarle el hermı´tico conjugado al la-
grangiano, a partir de los coeficientes reales se puede escribir que PR + PL = γ
5 y de igual
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forma que PR − PL = −γ5, con lo cual finalmente el lagrangiano se puede reescribir como
−LY = g√
2MW
(
NLM
diag
E PRE − URMdiagU V PLD + ULVMdiagD PRD
)
G+w
+
g cot β√
2MW
(
NLM
diag
E PRE − URMdiagU V PLD + ULVMdiagD PRD
)
H+
− 1
sin β
(
NLηEPREH
+ − URηUV PLD + ULV ηDPRD
)
H+ + h.c
+ +ELM
diag
E ER + ULM
diag
U UR +DLM
diag
D DR
+ +
ig
2MW
(
EMdiagE γ
5E − UMdiagU γ5U +DMdiagD γ5D
)
G0z
+
ig cot β
2MW
(
EMdiagE γ
5E − UMdiagU γ5U +DMdiagD γ5D
)
A0
− i√
2 sin β
(
EηdiagE γ
5E − UηdiagU γ5U +DηdiagD γ5D
)
A0
+
g
2MW sin β
(
EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
)
(H0 sinα + h0 cosα)
− g√
2 sin β
(
EηEE − UηUU +DηDD
) [
H0 sin (α− β) + h0 cos (α− β)] ,
(B-30)
el cual recibe el nombre de lagrangiano tipo III con cambio de sabor −LIIIcsY .
C. Anexo: Obtencio´n de los diferentes
lagrangianos de Yukawa del M2DH
Lagrangiano de Yukawa del ME
Una de las primeras condiciones que se le puede exigir al lagrangiano de Yukawa del M2DH
es la de reducirse al lagrangiano de Yukawa del ME. Esto se puede lograr mediante rotaciones
de los campos de tal manera que se suprima el efecto del segundo doblete. Para eliminar el
primer doblete Φ1 imponemos la condicio´n v1 = 0 y v2 = v, de tal manera que tan β = ∞,
en consecuencia β = pi/2. Si adicionalmente eliminamos los te´rminos de cambio de sabor,
obtenemos
−LMEY =
g√
2Mw
(
NMdiagE PRE − UMdiagU V PLD + UVMdiagD PRD
)
G+w + h.c.
+EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
+i
g
2Mw
(
EMdiagE γ
5E−Uγ5MdiagU U +DMdiagD γ5D
)
Goz
+
g
2Mw
(
EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
)
ho.
Lagrangiano de Yukawa del M2DH tipo I
El M2DH tipo I con cambio de sabor se genera con
−LIcsY = −LχY (α, β)
=
g√
2Mw
(
NMdiagE PRE − UMdiagU V PLD + UVMdiagD PRD
)
G+w
+
g cot β√
2Mw
(
NMdiagE PRE − UMdiagU V PLD + UVMdiagD PRD
)
H+
− 1
sin β
(
NηEPRE − UηUV PLD + UV ηDPRD
)
H+ + h.c.
+EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
+i
g
2Mw
(
EMdiagE γ
5E−Uγ5MdiagU U +DMdiagD γ5D
)
Goz
+i
g cot β
2Mw
(
EMdiagE γ
5E − Uγ5MdiagU U +DMdiagD γ5D
)
Ao
−i 1√
2 sin β
(
EηEγ5E − Uγ5ηUU +DηDγ5D)Ao.
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+
g
2Mw sin β
(
EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
)
[Ho sinα + ho cosα]
− 1√
2 sin β
(
EηEE + UηUU +DηDD
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)] . (C-1)
En este lagrangiano podemos tomar el l´ımite tan β → ∞. Eliminando las interacciones de
cam,bio de sabor obtenemos el lagrangiano tipo I.
Lagrangiano de Yukawa del M2DH tipo II
El M2DH tipo II con cambio de sabor se genera con
−LIIcsY = −LχY (α− pi/2, β − pi/2)
=
g√
2Mw
(
NMdiagE PRE − UMdiagU V PLD + UVMdiagD PRD
)
G+w
−g tan β√
2Mw
(
NMdiagE PRE − UMdiagU V PLD + UVMdiagD PRD
)
H+
+
1
cos β
(
NξE2 PRE − UξU2 V PLD + UV ξD2 PRD
)
H+ + h.c.
+EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
+i
g
2Mw
(
EMdiagE γ
5E−Uγ5MdiagU U +DMdiagD γ5D
)
Goz
−ig tan β
2Mw
(
EMdiagE γ
5E − Uγ5MdiagU U +DMdiagD γ5D
)
Ao
+i
1√
2 cos β
(
EξE2 γ
5E − Uγ5ξU2 U +DξD2 γ5D
)
Ao
+
g
2Mw cos β
(
EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
)
[Ho cosα− ho sinα]
+
1√
2 cos β
(
EξE2 E + Uξ
U
2 U +Dξ
D
2 D
)
[Ho sin (α− β) + ho cos (α− β)] , (C-2)
En este lagrangiano podemos tomar el l´ımite tan β → 0. Eliminando las interacciones
de cambio de sabor obtenemos el lagrangiano tipo II, de la siguiente manera: −LIIY =
−LEY (α− pi/2, β − pi/2)− LDY (α, β)− LUY (α− pi/2, β − pi/2).
Lagrangiano de Yukawa del M2DH-III
El M2DH-III con cambio de sabor en la parametrizacio´n fundamental, se genera reparame-
trizando los te´rminos de cambio de sabor de tal manera que ningu´n te´rmino del lagrangiano
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dependa del para´metro β, con lo cual
−LIIIcsY =
g√
2Mw
(
NMdiagE PRE − UMdiagU V PLD + UVMdiagD PRD
)
G+w
+
(
NηEPRE − UηUV PLD + UV ηDPRD
)
H+ + h.c.
+EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
+i
g
2Mw
(
EMdiagE γ
5E−Uγ5MdiagU U +DMdiagD γ5D
)
Goz
+i
1√
2
(
EξE2 γ
5E − Uγ5ξU2 U +DξD2 γ5D
)
Ao
+
g
2Mw
(
EMdiagE E + UM
diag
U U +DM
diag
D D
)
(Ho cosα− ho sinα)
+
1√
2
(
EηEE + UηUU +DηDD
)
(Ho sinα + ho cosα) . (C-3)
D. Anexo: Modelo simetr´ıco izquierda
derecha
Ortogonalidad de los campos de gauge
Mezclando las terceras componente de los campos de gauge W 3µL,R con el campo de gauge
Bµ, se obtiene el boso´n para el campo electromagne´tico Aµ (foto´n). Teniendo en cuenta que
este no puede interactuar con los neutrinos, se tiene entonces que Aµ = aBµ+ bW
3
µL+ cW
3
µR,
de tal manera que los productos escalares Aµ ·
(−g′Bµ + gW 3µL) y Aµ · (−g′Bµ + gW 3µR) se
hagan iguales a cero. Con lo anterior, a partir del producto interno de los campos
(aBµ + bW
3
µL + cW
3
µR) ·
(−g′Bµ + gW 3µL) = 0
= −ag′ + bg = 0,
se desprende la primera condicio´n ag′ = bg. Ahora para el siguiente producto de campos
(aBµ + bW
3
µL + cW
3
µR) ·
(−g′Bµ + gW 3µR) = 0
= −ag′ + cg = 0.
Tomando las anteriores dos condiciones del producto escalar, tenemos que bg = cg, entonces
b = c. Ahora se aplica la condicio´n de la norma
Aµ · Aµ = 1⇒ a2 + b2 + c2 = 1
= a2 + 2b2 = 1, (D-1)
entonces, tenemos que a = b g
g′ . Reemplazando en la anterior condicio´n de la norma
b2
g2
g′2
+ 2b2 = b2
(
g2
g′2
+ 2
)
= b2
(
g2
g′2
+ 2
g′2
g′2
)
= 1,
despejando b = g
′√
g2+2g′2
= c y a = g√
g2+2g′2
, tenemos que el foto´n queda escrito como
Aµ =
g√
g2 + 2g′2
Bµ +
g′√
g2 + 2g′2
W 3µL +
g′√
g2 + 2g′2
W 3µR
=
g + g′(W 3µL +W
3
µR)√
g2 + 2g′2
. (D-2)
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Definiendo el a´ngulo de mezcla de Weinberg θW como
sin θ =
e
g
=
g′√
g2 + 2g′2
√
cos 2θw =
e
g
=
g√
cos 2θw
, (D-3)
se concluye que Aµ =
√
cos 2θwBµ + sin θW
(
W 3µL +W
3
µR
)
. Ahora se define arbitrariamente
un campo de gauge neutro Z ′µ con el que interactu´an un par de neutrinos derechos
Z ′µ =
gW 3µR − g′Bµ√
g2 + g′2
. (D-4)
Teniendo en cuenta el a´ngulo de Weinberg, expresamos el coeficiente del campo de gauge Bµ
en funcio´n de las constantes de acoplamiento. Para esto definimos cos θ como
cos 2θ =
g2
g2 + 2g′2
= cos2 θ − sin2 θ = cos2 θ − g
′2
g2 + 2g′2
.
Despejando cos2 θ se tiene
cos2 θ =
g2
g2 + 2g′2
+
g′2
g2 + 2g′2
=
g2 + g′2
g2 + 2g′2
⇒ cos θ =
√
g2 + g′2√
g2 + 2g′2
. (D-5)
Se define tan θ como
tan θ =
g′√
g2+2g′2√
g2+g′2√
g2+2g′2
=
g′
√
g2 + 2g′2√
g2 + 2g′2
√
g2 + g′2
=
g′√
g2 + g′2
. (D-6)
Ahora para el coeficiente del campo de gauge W 3µR tenemos
g√
g2 + g′2
=
g√
g2+2g′2√
g2+g′2√
g2+2g′2
=
√
cos 2θW
cosθW
, (D-7)
enseguida definimos Z ′µ = − tan θBµ +
√
cos 2θW
cosθW
W 3µR. Una vez que se conocen las expresiones
para Aµ y Z
′
µ, se puede definir el campo Zµ, exigiendo que sea ortogonal a los campos Aµ
y Z ′µ, permitiendo encontrar la expresio´n para el campo Zµ del mismo modo que hallamos
una expresio´n para el foto´n. De esta forma se obtienen las siguientes relaciones:
a
√
cos 2θW − b sin θW + c sin θ = 0, (D-8)
−a tan θW + c
√
cos 2θW
cosθW
= 0, (D-9)
a2 + b2 + c2 = 1. (D-10)
A partir de (D-9), se tiene que
a tan θW = c
√
cos 2θW
cosθW
⇒ c = a sin θW√
cos 2θW
⇒ c2 = a2 sin
2 θW
cos 2θW
. (D-11)
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Reemplazando (D-10), encontramos
a2 + b2 + a2
sin2 θW
cos 2θW
= a2
(
1 +
sin2 θW
cos 2θW
)
+ b2 = 1. (D-12)
Ahora de (D-8), tenemos
a
√
cos 2θW − b sin θW + a sin
2 θW√
cos 2θW
= a
(√
cos 2θW +
sin2 θW√
cos 2θW
)
− b sin θW = 0, (D-13)
entonces
a
(√
cos 2θW +
sin2 θW√
cos 2θW
)
= b sin θW
⇒ b = a
(√
cos 2θW
sin θW
+
sin2 θW
sin θW
√
cos 2θW
)
= a
(
cos2 θW
sin θW
√
cos 2θW
)
. (D-14)
Reemplazando el anterior resultado en (D-12) se encuentra
a2
(
1 +
sin2 θW
cos 2θW
)
+ a2
(
cos4 θW
sin θ2W cos 2θW
)
= 1, (D-15)
de donde despejando a se tiene
a = −
√
cos 2θW tan θW , (D-16)
por consiguiente
c =
a sin θW√
cos 2θW
= −
√
cos 2θW tan θW√
cos 2θW
sin θW = − sin θW tan θW . (D-17)
Finalmente podemos encontrar que Zµ = −
√
cos 2θW tan θWBµ+W
3
µL cos θW−sin θW tan θWW 3µR.
En forma matricial, los anteriores resultados se pueden resumir en las siguientes matrices de
mezcla ZµZ ′µ
Aµ
 =
 cos θ − sin θW tan θW − tan θW
√
cos 2θW
0
√
cos 2θW/ cos θW − tan θW
sin θW sin θW
√
cos 2θW
 W 3µLW 3µR
Bµ
 , (D-18)
y las rotaciones inversas W 3µLW 3µR
Bµ
 =
 cos θ 0 sin θW− sin θW tan θW √cos 2θW/ cos θW sin θW
− tan θW
√
cos 2θW − tan θW
√
cos 2θW
 ZµZ ′µ
Aµ
 . (D-19)
E. Anexo: Potencial de Higgs en el
MSID
EL potencial de Higgs ma´s general puede ser escrito como
V = VΦ + V4 + VΦ4, (E-1)
donde cada componente del potencial esta formado como
VΦ = −µ21Tr(Φ†Φ)− µ22
[
Tr(Φ˜Φ†) + Tr(Φ˜†Φ)
]
− λ1
[
Tr(ΦΦ†)
]2
+ λ2
{[
Tr(Φ˜Φ†)
]2 [
Tr(Φ˜†Φ)2
]}
+ λ3
[
Tr(Φ˜Φ†)Tr(Φ˜†Φ)
]
+ λ4
{
Tr(Φ˜Φ†)
[
Tr(Φ˜Φ†) + Tr(Φ˜†Φ)
]}
, (E-2)
V4 = −µ23
[
Tr(4L4†L) + Tr(4R4†R)
]
+ ρ1
{[
Tr(4L4†L)
]2
+
[
Tr(4R4†R)
]2}
+ ρ2
[
Tr(4L4L)Tr(4†L4†L) + Tr(4R4R)Tr(4†R4†R)
]
+ ρ3
[
Tr(4L4†L)Tr(4R4†R)
]
+ ρ4
[
Tr(4L4L)Tr(4†L4†L) + Tr(4†L4†L)Tr(4R4R)
]
, (E-3)
VΦ4 = α1
{
Tr(Φ†Φ)
[
Tr(4L4†L) + Tr(4R4†R)
]}
+ α2
[
Tr(Φ˜†Φ)Tr(4R4†R)
+ Tr(Φ˜†Φ)Tr(4L4†L) + Tr(Φ˜Φ†)Tr(4R4†R) + Tr(Φ†Φ˜)Tr(4L4†L)
]
+ α3
[
Tr
(
ΦΦ†4L4†L
)
+ Tr
(
Φ†Φ4R4†R
)]
+ β1
[
Tr
(
Φ4RΦ†4†L
)
+ Tr
(
Φ†4LΦ4†R
)]
+ β2
[
Tr
(
Φ˜4RΦ†4†L
)
+ Tr
(
Φ˜†4LΦ4†R
)]
+ β3
[
Tr
(
Φ4RΦ˜†4†L
)
+ Tr
(
Φ†4LΦ˜4†R
)]
,
(E-4)
en donde se ha definido Φ˜ = τ2Φ
?τ2, y gracias a la simetr´ıa izquierda-derecha, todos los
te´rminos del potencial son auto conjugados. Despue´s de aplicar las transformaciones unitarias
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a los campos fermio´nicos y a los campos escalares, absorbie´ndose algunas fases tenemos que
los VEV en el MSID son
〈4R〉 = 1√
2
(
0 0
vRe
iθ 0
)
, 〈4L〉 = 1√
2
(
0 0
vL 0
)
,
〈Φ〉 = 1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
,
〈
Φ†
〉
=
1√
2
(
k1e
−iα 0
0 k2
)
,
〈
Φ˜
〉
= τ2Φ
∗τ2 =
1√
2
(
0 i
−i 0
)(
k1e
−iα 0
0 k2
)(
0 i
−i 0
)
=
1√
2
(
0 i
−i 0
)(
0 ik1e
−iα
−ik2 0
)
=
1√
2
(
k2 0
0 k1e
−iα
)
.
Dentro de los posibles acoplamientos presentes en el potencial mas general se encuentran
Φ†Φ =
1√
2
(
k1e
−iα 0
0 k2
)
1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
=
1
2
(
k21 0
0 k22
)
,
Φ˜Φ† =
1√
2
(
k2 0
0 k1e
−iα
)
1√
2
(
k1e
−iα 0
0 k2
)
=
1
2
(
k1k2e
−iα 0
0 k1k2e
−iα
)
,
Φ˜†Φ =
1√
2
(
k2 0
0 k1e
iα
)
1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
=
1
2
(
k1k2e
iα 0
0 k1k2e
iα
)
,
ΦΦ† =
1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
1√
2
(
k1e
−iα 0
0 k2
)
=
1
2
(
k21 0
0 k22
)
,
4L4L = 4R4R = 1√
2
(
0 0
vL 0
)
1√
2
(
0 0
vL 0
)
=
1
2
(
0 0
0 0
)
,
4L4†L =
1√
2
(
0 0
vL 0
)
1√
2
(
0 vL
0 0
)
=
1
2
(
0 0
0 v2L
)
,
4R4†R =
1√
2
(
0 0
vRe
iθ 0
)
1√
2
(
0 vRe
−iθ
0 0
)
=
1
2
(
0 0
0 v2R
)
,
4†R4R =
1√
2
(
0 vRe
−iθ
0 0
)
1√
2
(
0 0
vRe
iθ 0
)
=
1
2
(
v2R 0
0 0
)
.
(E-5)
Otros acoples presentes en el potencial son los siguientes:
Φ†4L4†L =
1√
2
(
k1e
−iα 0
0 k2
)
1
2
(
0 0
0 v2L
)
=
1
2
√
2
(
0 0
0 k2v
2
L
)
,
ΦΦ†4L4†L =
1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
1
2
√
2
(
0 0
0 k2v
2
L
)
=
1
4
(
0 0
0 k22v
2
L
)
,
Φ4R4†R =
1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
1
2
(
0 0
0 v2R
)
=
1
2
√
2
(
0 0
0 k2v
2
R
)
,
(E-6)
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Φ†Φ4R4†R =
1√
2
(
k1e
−iα 0
0 k2
)
1
2
√
2
(
0 0
0 k2v
2
R
)
=
1
4
(
0 0
0 k22v
2
R
)
,
Φ†4†L =
1√
2
(
k1e
−iα 0
0 k2
)
1√
2
(
0 vL
0 0
)
=
1
2
(
0 k1e
−iαvL
0 0
)
,
Φ†4†L =
1√
2
(
k1e
−iα 0
0 k2
)
1√
2
(
0 vL
0 0
)
=
1
2
(
0 k1e
−iαvL
0 0
)
,
4RΦ†4†L =
1√
2
(
0 0
vRe
iθ 0
)
1
2
(
0 k1e
−iαvL
0 0
)
=
1
2
√
2
(
0 0
0 k1vLvRe
iθe−iα
)
,
Φ4RΦ†4†L =
1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
1
2
√
2
(
0 0
0 k1vLvRe
iθe−iα
)
=
1
4
(
0 0
0 k1k2vLvRe
iθe−iα
)
,
Φ4†R =
1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
1√
2
(
0 vRe
−iθ
0 0
)
=
1
2
(
0 k1vRe
−iθeiα
0 0
)
,
4LΦ4†R =
1√
2
(
0 0
vL 0
)
1√
2
(
0 k1vRe
−iθeiα
0 0
)
=
1
2
√
2
(
0 0
0 k1vLvRe
−iθeiα
)
,
Φ†4LΦ4†R =
1√
2
(
k1e
−iα 0
0 k2
)
1
2
√
2
(
0 0
0 k1vLvRe
−iθeiα
)
=
1
4
(
0 0
0 k1k2vLvRe
−iθeiα
)
,
Φ†4†L =
1√
2
(
k1e
−iα 0
0 k2
)
1√
2
(
0 vL
0 0
)
=
1
2
(
0 k1e
−iαvL
0 0
)
,
4RΦ†4†L =
1√
2
(
0 0
vRe
iθ 0
)
1
2
(
0 k1e
−iαvL
0 0
)
=
1
2
√
2
(
0 0
0 k1vLvRe
iθe−iα
)
,
Φ˜4RΦ†4†L =
1√
2
(
k2 0
0 k1e
−iα
)
1
2
√
2
(
0 0
0 k1vLvRe
iθe−iα
)
=
1
4
(
0 0
0 k21vLvRe
iθe−2iα
)
,
Φ4†R =
1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
1√
2
(
0 vRe
−iθ
0 0
)
=
1
2
(
0 k1vRe
−iθeiα
0 0
)
,
4LΦ4†R =
1√
2
(
0 0
vL 0
)
1√
2
(
0 k1vRe
−iθeiα
0 0
)
=
1
2
√
2
(
0 0
0 k1vLvRe
−iθeiα
)
,
Φ˜†4LΦ4†R =
1√
2
(
k2 0
0 k1e
iα
)
1
2
√
2
(
0 0
0 k1vLvRe
−iθeiα
)
=
1
4
(
0 0
0 k21vLvRe
−iθe2iα
)
,
Φ˜†4†L =
1√
2
(
k2 0
0 k1e
iα
)
1√
2
(
0 vL
0 0
)
=
1
2
(
0 k2vL
0 0
)
,
4RΦ˜†4†L =
1√
2
(
0 0
vRe
iθ 0
)
1
2
(
0 k2vL
0 0
)
=
1
2
√
2
(
0 0
0 k2vRvLe
iθ
)
,
Φ4RΦ˜†4†L =
1√
2
(
k1e
iα 0
0 k2
)
1
2
√
2
(
0 0
0 k2vRvLe
iθ
)
=
1
4
(
0 0
0 k22vRvLe
iθ
)
,
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Φ˜4†R =
1√
2
(
k2 0
0 k1e
−iα
)
1√
2
(
0 vRe
−iθ
0 0
)
=
1
2
(
0 k2vRe
−iθ
0 0
)
,
4LΦ˜4†R =
1√
2
(
0 0
vL 0
)
1
2
(
0 k2vRe
−iθ
0 0
)
=
1
2
√
2
(
0 0
0 k2vLvRe
−iθ
)
,
Φ†4LΦ˜4†R =
1√
2
(
k1e
−iα 0
0 k2
)
1
2
√
2
(
0 0
0 k2vLvRe
−iθ
)
=
1
4
(
0 0
0 k22vLvRe
−iθ
)
,
(E-8)
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F. Anexo: Matriz de masa para los
bosones escalares neutros
Las componentes de la matriz de masa sime´trica en la base {φr1, φr2, φr1, δrR, δrL, φi1, φi2, δiR, δiL}
para los bosones escalares neutros son
M211 =− µ21 + λ1
[
k21
(
2 cos2 α + 1
)
+ k22
]
+ 2 (2λ2 + λ3) k
2
2 + 6λ4k1k2 cosα
+
1
2
α1(v
2
L + v
2
R) + β2vLvR cos θ,
M212 =− 2µ22 + 2 (λ1 + 4λ2 + 2λ3) k1k2 cosα + λ4
[
k21
(
2 cos2 α + 1
)
+ 3k22
]
+ α2(v
2
L + v
2
R) +
1
2
β1vLvR cos θ,
M213 =α1k1vR cosα cos θ + 2α2k2vR cos θ +
1
2
vL (β1k2 + 2β2k1 cosα) ,
M214 =α1k1vR cosα + 2α2k2vL +
1
2
vR (β1k2 cos θ + 2β2k1 cos(θ − α)) ,
M215 =λ1k
2
1 sin 2α + 2λ4k1k2 sinα + β2vLvR sin θ,
M216 =− 8λ2k1k2 sinα− λ4k21 sin 2α−
1
2
β1vLvR sin θ,
M217 =α1k1vR cosα sin θ + 2α2k2vR sin θ + β2k1vL sinα,
M218 =
1
2
vR (β1k2 cos θ + 2β2k1 cos(θ − α)) ,
M222 =− µ21 + λ1
[
k21 + 3k
2
2
]
+ 2 (2λ2 cos 2α + λ3) k
2
1 + 6λ4k1k2 cosα,
+
1
2
(α1 + α2)(v
2
L + v
2
R) + β3vLvR cos θ,
M223 =α1k2vR cos θ + 2α2k1vR cosα cos θ + α3k2vR cosα,
+
1
2
vL (β1k1 cosα + 2β3k2) ,
M224 =(α1 + α3)k2vL + 2α2k1vL cosα +
1
2
vR (β1k1 cos(θ − α) + 2β3k2 cos θ) ,
M225 =2µ
2
2 + 2 (λ1 − 4λ2 + 2λ3) k1k2 sinα + λ4k21 sin 2α +
1
2
β1vLvR sin θ,
M226 =− 4λ2k21 sin 2α− 2λ4k1k2 sinα− β2vLvR sin θ,
M227 =α1k2vR sin θ + 2α2k1vR cosα sin θ + α3k2vR sin θ +
1
2
β1k1vL sinα,
M228 =
1
2
vR (β1k1 sin(θ − α) + 2β3k2 sin θ) ,
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M233 =− µ23 +
1
2
α1(v
2
L + v
2
R) + 2α2k2vR cos θ +
1
2
α3k
2
2 + ρ1v
2
R(2 cos
2 θ + 1)
+
1
2
ρ3v
2
L,
M234 =
1
2
β1k1k2 cosα +
1
2
β2k
2
1 cos 2α +
1
2
β3k
2
2 + ρ3vLvR cos θ,
M235 =α1k1vR sinα cos θ − β2k1vL sinα,
M236 =− 2α2k1vR sinα cos θ +
1
2
β1k1vL sinα
M237 =ρ1v
2
R sin 2θ,
M238 =−
1
2
β1k1k2 sinα− 1
2
β2k
2
1 sin 2α,
M244 =− µ23 +
1
2
α1(k
2
1 + k
2
2) + 2α2k1k2 cosα +
1
2
α3k
2
2 + 3ρ1v
2
L +
1
2
ρ3v
2
R
M245 =α1k1vL sinα +
1
2
β1k1vR sin θ + β2k1vR sin(θ − α)
M246 =− 2α2k1vL sinα−
1
2
β1k1vR sin(θ − α)− β3k2vR sin θ
M247 =
1
2
β1k1k2 sinα +
1
2
β2k
2
1 sin 2α + ρ3vLvR sin θ
M248 =0
M255 =− µ21 + λ1
[
k21
(
2 sin2 α + 1
)
+ k22
]
+ 2 (−2λ2 + λ3) k22 + 2λ4k1k2 cosα
+
1
2
α1(v
2
L + v
2
R)− β2vLvR cos θ,
M256 =2µ
2
2 +−8λ2k1k2 cosα− λ4
[
k21
(
2 sin2 α + 1
)
+ k22
]− α2(v2L + v2R)
+
1
2
β1vLvR cos θ,
M257 =α1k1vR sinα sin θ +
1
2
β1k2vL cosα
M258 =−
1
2
β3k2vR sin θ − β2k1vR cos(θ − α),
M266 =− µ21 + λ1(k21 + k22) + 2 (−2λ2 cos 2α + λ3) k21 + 2λ4k1k2 cosα
+
1
2
(α1 + α2)(v
2
L + v
2
R)− β3vLvR cos θ,
M267 =− 2α2k1vR sinα sin θ −
1
2
β1k1vL cos θ − β3k2vL,
M268 =
1
2
β1k1vR cos(θ − α)− β3k2vR cos θ,
(F-1)
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M277 =− µ23 +
1
2
α1(v
2
L + v
2
R) + 2α2k1k2 cosα +
1
2
α3k
2
2vL + ρ1v
2
R(2 sin
2 θ + 1)
+
1
2
ρ3v
2
L
M278 =
1
2
β1k1k2 cosα +
1
2
β2k
2
1 cos 2α +
1
2
β3k
2
2
M288 =− µ23 +
1
2
α1(k
2
1 + k
2
2) + 2α2k1k2 cosα +
1
2
α3k
2
2 + ρ1v
2
L +
1
2
ρ3v
2
R.
Matriz de masa para los bosones una vez cargados
Las componentes de la matriz de masa hermı´tica en la base
{
φ+1 , φ
+
2 , δ
+
R , δ
+
L
}
, para los bosones
escalares una vez cargados son
M+211 =− µ21 + λ1(k21 + k22) + 2λ4k1k2 cosα +
1
2
α1(v
2
R + v
2
L) +
1
2
α3v
2
R,
M+212 =2µ
2
2 − 2(2λ2eiα + λ3e−iα)k1k2 − λ4(k21 + k22)− α2(v2R + v2L),
M+213 =
1
2
√
2
α3k1vRe
i(θ−α) − 1
2
√
2
vL(β1k2 + 2β2k1e
iα),
M+214 =
1
2
√
2
α3k2vL +
1
2
√
2
vR(β1k1e
i(θ−α) + 2β3k2eiθ),
M+222 =− µ21 + λ1(k21 + k22) + 2λ4k1k2 cosα +
1
2
α1(v
2
R + v
2
L) +
1
2
α3v
2
L,
M+223 =
1
2
√
2
α3k2vRe
iθ +
1
2
√
2
vL(β1k1e
iα + 2β3k2),
M+224 =
1
2
√
2
α3k1vLe
iα − 1
2
√
2
vR
(
β1k2e
iθ + 2β2k1e
i(θ−α)) ,
M+233 =− µ23 +
1
2
α1(k
2
1 + k
2
2) + 2α2k1k2 cosα +
1
4
α3(k
2
1 + k
2
2) + ρ1v
2
R +
1
2
ρ3v
2
L,
M+234 =
1
4
β1(k
2
1 + k
2
2) +
1
2
(
β2e
−iα + β3eiα
)
k1k2,
M+244 =− µ23 +
1
2
α1(k
2
1 + k
2
2) + 2α2k1k2 cosα +
1
4
α3(k
2
1 + k
2
2) + ρ1v
2
L +
1
2
ρ3v
2
R.
(F-2)
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Matriz de masa para los bosones dos veces cargados
Las componentes de la matriz de masa hermı´tica en la base
{
δ++R , δ
++
L
}
, para los bosones
escalares doblemente cargados son
M++211 =− µ23 +
1
2
α1(k
2
1 + k
2
2) + 2α2k1k2 cosα +
1
2
α3k
2
1 + (ρ1 + 2ρ2)v
2
R +
1
2
ρ3v
2
L,
M++212 =2ρ4vLvRe
iθ +
1
2
β1k1k2e
iα +
1
2
β2k
2
2 +
1
2
β3k
2
1e
2iα,
M++222 =− µ23 +
1
2
α1(k
2
1 + k
2
2) + 2α2k1k2 cosα +
1
2
α3k
2
1 + (ρ1 + 2ρ2)v
2
L +
1
2
ρ3v
2
R.
G. Anexo: MSS tipo III en el M2DH-III
Diagonalizacio´n de las matrices de masa para leptones neutros y
cargados
Generamos la siguiente matriz de masa para el neutrino
−LνY =
1
2
(
ν
′c
Li Σ
′0
Ri
)(
0 v2
(
ηΣij
)T
/
√
2
v2η
Σ
ij/
√
2 MΣij
)(
ν ′Lj
Σ
′0
Rj
)
+ h.c. (G-1)
y la siguiente matriz de masa para los leptones cargados
−LlY =
(
e′Ri Σ
′−
Ri
)( v1ηEij/√2 0
v2η
Σ
ij M
Σ
ij
)(
eLj
Σ
′+c
Ri
)
+ h.c,
=
(
e′Ri Σ
′−
Ri
)
MLCα
(
e′Lj
Σ
′+c
Ri
)
+ h.c. (G-2)
Con el fin de diagonalizar la matriz de masa MLCα para los leptones cargados, tanto los
que constituyen el doblete lepto´nico del MEE como los del triplete de Majorana, se desa-
rrollara´ por medio de la transformacio´n unitaria. Al imponer la simetr´ıa Z2, la masa del
neutrino dependera´ u´nicamente de uno de los VEV v2, mientras en el caso de la matriz de
masa para los leptones cargados, ambos dobletes de acoplan para dotarle masa a los leptones
del MEE, el valor de v2 esta´ determinado por la escala de masa del neutrino y es indepen-
diente de la escala de masa de los dema´s fermiones, por lo tanto, los valores de la matriz de
masa del neutrino puede ser pequen˜a, sin reducir el valor de las constantes de acoplamiento
de Yukawa.
La matriz (G-1), 6 × 6 puede ser diagonalizada dejando 3 neutrinos livianos y 3 neutrinos
pesados de Majorana. La matriz unitaria 6× 6, U esta definida por
UT
(
0 mTD
mTD MΣ
)
U =
(
mdiag 0
0 Mdiag
)
,
(
νL
Σ0CR
)
= U
(
ν ′L
Σ
′0C
R
)
, (G-3)
donde mD = v2η
Σ
ij /
√
2. Cada uno de las componentes son vectores de la forma
ν ′L =
 ν ′α1Lν ′α2L
ν ′α3L
 , Σ′0CR =
 Σ′0cs1RRΣ′0cs2R
Σ
′0c
s3R
 , (G-4)
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por lo que existira´n 3 campos activos ν ′αiL (α3 sabores correspondientes) y se incluira´n 3
campos este´riles Σ0
′
sR
mdiag =
 m1 0 00 m2 0
0 0 m3
 , Mdiag =
 mΣ1 0 00 mΣ2 0
0 0 mΣ3
 . (G-5)
Aqu´ı mi y MΣi (i = 1, 2, 3) son las masas de los neutrinos de Majorana livianos y pesados
respectivamente. Dado que hemos cambiado la base a estados con masas definidas, entonces
la matriz de mezcla U puede ser parametrizada como el productos de dos submatrices
U = WνUν , (G-6)
donde Wν es la matriz (G-1), 6× 6, diagonal por bloques de la forma
WTν
(
0 mTD
mTD MΣ
)
Wν =
(
Mlig 0
0 Mpes
)
, (G-7)
con (mD)kj  (MΣ)kj, mientras que Uν diagonaliza a Mlig y MPes
UTν
(
Mlig 0
0 MPes
)
Uν =
(
mdiag 0
0 Mdiag
)
. (G-8)
La parametrizacio´n anterior permite estimar anal´ıticamente los auto valores de masa y la
matriz de mezcla U en te´rminos de Wν y Uν . La matriz puede ser parametrizada como
Wν =
( √
1−BB† B
−B† √1−B†B
)
, (G-9)
donde B es una matriz 3× 3, B = B1 + B2 + B3 + ... y Bj ∼ (1/mΣ)j, siendo mΣ la escala
de masa del fermion de Majorana pesado. Usando una expansio´n en 1/mΣ y conservando
u´nicamente te´rminos de primer orden, obtenemos
(WνL)
T MvW
ν
L =
( √
1−B∗BT −B∗
B∗
√
1−BTB∗
)(
0 MTD
MTD MΣ
)( √
1−BB† B
−B† √1−B†B
)
,
MLig = −B∗MD
√
1−BB† −
√
1−B∗BTMTDB† + B∗MΣB†, (G-10)
MPes =
√
1−BTB∗MTDB + BTMTD
√
1−B†B +
√
1−BTB∗MTΣ
√
1−B†B, (G-11)
0 = −BTMTDB† +
√
1−BTB∗MD
√
1−B†B−
√
1−BTB∗MΣB† . (G-12)
A primer orden la ecuacio´n (G-12) toma la forma
MD −MΣB†1 = 0. (G-13)
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Resolviendo para B1
B1 = M
†
DM
−1†
Σ , (G-14)
dejando
MLig ≈ −B∗1MD −MTDB†1 + B∗1MΣB†1
= −MTDM−1TΣ MD −MTDM−1Σ MD + MTDM−1TΣ MΣM−1Σ MD
= −MTDM−1Σ MD, (G-15)
MPes ≈ MΣ + MTDB1 + BT1 MTD
= MΣ + M
T
DM
†
DM
−1†
Σ + M
−1∗
Σ M
∗
DM
T
D
≈ MΣ, (G-16)
las matrices de masa de los neutrinos pesados y livianos, son obtenidas mediante diagonali-
zacion por bloques
MLig ≈ −MTDM−1Σ MD,
MPes ≈ MΣ. (G-17)
Con el fin de diagonalizar la matriz de masa Mα para los leptones cargados, tanto los que
constituyen el doblete lepto´nico del MEE como los del triplete d Majorana, por medio de la
transformacio´n biunitaria
W†RM
LC
α WL = M
D
α ≡
(
MDl 0
0 MDT
)
, (G-18)
se utilizaran matrices unitarias similares a las utilizadas en la diagonalizao´n de la matriz de
leptones neutros, por lo que se tendra´ (G-2)
WL =
 √1−BLB†L BL
−B†L
√
1−B†LBL
 ,WR = (
√
1−BRB†R BR
−B†R
√
1−BR
)
. (G-19)
Mediante la definicio´n de las siguientes matrices
MDT = v2η
Σ
ij , ML =
v1√
2
ηEij , (G-20)
al diagonalizar de la matriz MLCα , obtenemos √1−B†RBR −BR
B†R
√
1−BRB†R
( ML 0
MDT MΣ
) √1−BLB†L BL
−B†L
√
1−B†LBL

=
(
MDiagL 0
0 MDiagΣ
)
,(G-21)
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encontra´ndose las siguientes relaciones
MDiagL =
√
1−B†RBRML
√
1−BLB†L −BRMDT
√
1−BLB†L + BRMΣB†L,
MDiagΣ = B
†
RMlBL +
√
1−BRB†RMDTBL +
√
1−BRB†RMΣ
√
1−B†LBL,
0 = B†RMl
√
1−BRB†R +
√
1−B†RBRMDT
√
1−BLB†L −
√
1−BRB†RMLB†L,
0 =
√
1−B†RBRMLBL −BRMDTBL + BRMΣ
√
1−B†RBL. (G-22)
Las dos u´ltimas ecuaciones se pueden resolver si se asume que las matrices BR, BL se pueden
escribir como una serie de potencias de M−1Σ , tal que
BR,L =
∞∑
k=1
BkR,L B
k
R,L ∝
1
MkΣ
, (G-23)
de esta manera, tomando hasta el primer orden de las dos u´ltimas ecuaciones (G-22), se
encuentra
MlB
1
L −B1RMΣ = 0, (G-24)
B1†R Ml −MDT −MLB1†L = 0. (G-25)
Resolviendo la ecuacio´n (G-24) para B1R
B1R = MLB
1
LM
−1
Σ , (G-26)
reemplazando en (G-25) y despreciando el te´rmino de orden M−2Σ , se obtiene
B1L = M
†
DTM
−1†
Σ , (G-27)
B1R = MLM
†
DTM
−1†
Σ M
−1
Σ . (G-28)
Luego, las matrices que conforman la diagonal correspondera´n, a primer orden, a
MDiagL =
√
1−BRB†RML
√
1−BLB†L −BRMDT
√
1−BLB†L + BRMΣB†L
≈ ML −B1RMDT + B1RMΣB1†L
= ML −MLM†DTM−1Σ MDT + MLM†DTM−1†Σ M−1Σ MDT
=
v1√
2
ηEij , (G-29)
MDiagΣ = B
†
RMLBL +
√
1−BRB†RMDTBL +
√
1−BRB†RMΣ
√
1−BLB†L
≈ B1†R MLB1L −MDTB1L + MΣ
≈ MΣ −MDTM−1Σ MDT. (G-30)
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Ya que (mD)kj  (MΣ)kj a primer orden en la expancio´n, entonces
MDiagΣ = MΣ, (G-31)
WL ≈
(
1− 1
2
B1LB
1†
L B
1
L
−B1†L 1− 12B1†L B1L
)
=
 1− v222 ηΣ†ij (MΣM†Σ)−1 ηΣij v2ηΣ†ij (M†Σ)−1
−v2M−1Σ ηΣij 1− v
2
2
2
M−1Σ η
Σ
ij η
Σ†
ij M
†−1
Σ
 , (G-32)
WR ≈
(
1− 1
2
B1RB
1†
R B
1
R
−B1†R 1− 12B1†R B1R
)
=
 1 v1v2√2 ηEijηΣ†ij (M†Σ)−1 M−1Σ
−v1v2√
2
(
M†Σ
)−1
M−1Σ η
Σ
ij η
E†
ij 1
 . (G-33)
H. Anexo: Neutrinos masivos caso
singlete-triplete de Majorana
MSS con singlete y triplete de Majorana
La diagonalizacio´n de la matriz de masa 9× 9, debido a la existencia simulta´nea del singlete
y del triplete de Majorana.
MLEP =

0
...
(
ηNij v1+ξ
N
ij v2√
2
)T (ηΣij v2√
2
)T
· · · · · · · · · · · ·(
ηNij v1+ξN
N
ij v2√
2
) ... mR 0
ηΣij v2√
2
... 0 MΣ
 =
(
0 MTD
MD MνΣ
)
, (H-1)
siendo
MD ≡
 (ηNij v1+ξNNij v2√2 )
ηΣij v2√
2
 , MνΣ ≡ ( mR 0
0 MΣ
)
, (H-2)
matrices de 6× 3 y 6× 6, respectivamente, es evidente que MνΣ es diagonal por bloques, se
podr´ıa pensar en una diagonalizacio´n por bloques, de un tipo similar al utilizado cuando se
consideraba singlete y triplete de manera separada, es decir
WTν MLEPWν = M
D
ν =
(
Mlig 0
0 MPes
)
, (H-3)
donde MPes es una matriz 6× 6 correspondiente a los campos de neutrino pesados. Adema´s
la matriz unitaria Wν de 9× 9 se tomara´ como
Wν =
( √
13×3 −BB† B
−B†
√
16×6 −B†B
)
(H-4)
siendo B una matriz 3 × 6.Por otro lado, la eleccio´n de esta matriz simplemente surge del
hecho de considerar una particio´n conformante1, que permitira´ diagonalizar la matriz de masa
1Particio´n en bloques que permite que todos lo subproductos de la multiplicacio´n con otra matriz en bloques
este´n bien definidos
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de manera similar a los casos mostrados anteriormente; As´ı, operando (H-3), se encontraran
las siguientes relaciones:
MLig = −B∗MD
√
1n×n −BB† −
√
1n×n −B∗BTMTDB† + B∗MνΣB†, (H-5)
MPes =
√
16×6 −BTB∗MTDB + BTMTD
√
16×6 −B†B
+
√
16×6 −BTB∗MνΣ
√
16×6 −B†B, (H-6)
06×3 = −B∗MTDB† +
√
16×6 −BTB∗MD
√
13×3 −B†B−
√
16×6 −BTB∗MνΣB† ,(H-7)
03×6 = −B∗MDB† +
√
13×3 −B∗BTMTD
√
16×6 −B†B−B∗MνΣ
√
16×6 −BTB∗, (H-8)
las dos u´ltimas ecuaciones se pueden resolver si se supone nuevamente que, B puede expan-
dirse como una serie de potencias de M−1νΣ es decir
B =
∞∑
k=1
Bk Bk ∝ A
MkνΣ
(H-9)
Siendo A una matriz desconocida de n × 2n. Por lo tanto, si se toma la expansio´n hasta
primer orden en (H-7), se tiene
06×3 = MD −MνΣB†1,
B1 = M
†
DM
†−1
νΣ , (H-10)
con lo cual A = M†D. Por lo tanto las matrices de los campos ligeros esta´n dadas por
MLig ≈ −B∗1MD −MDB†1 + B∗1MνΣB†1
= −MTDM−1TνΣ MD −MTDM−1νΣMD + MTDM−1TνΣ MνΣM−1TνΣ MD
= −MTDM−1TνΣ MD
= −
(ηNij v1 + ξNij v2√
2
)T (
ηΣij v2√
2
)T( M−1R 0
0 M−1Σ
) ηNij v1+ξNij v2√2
ηΣij v2√
2
 ,
MLig ≈ −
(
ηNij v1 + ξ
N
ij v2√
2
)T
M−1R
(
ηNij v1 + ξ
N
ij v2√
2
)
−
(
ηΣij v2√
2
)T
M−1Σ
(
ηΣij v2√
2
)
,
(H-11)
por tanto, la matriz de masa de los neutrinos ligeros es igual a la suma de las matrices de
masa obtenidas en el estudio del singlete y triplete separadamente. Ahora la matriz de los
campos pesados esta´n dados por
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MPes ≈ MνΣ +MDB1 +BT1 MTD
= MνΣ +MDM
†
DM
−1†
νΣ +M
−1∗
νΣ M
∗
DM
T
D
=
(
MR 0
0 MΣ
)
+
 (ηNij v1+ξNNij v2√2 )
ηΣijv2√
2
( (ηNij v1+ξNij v2√
2
)† (ηΣijv2√
2
)† )( M †−1R 0
0 M †−1Σ
)
+
(
M∗−1R 0
0 M∗−1Σ
) (ηNij v1+ξNij v2√2 )∗(
ηΣij v2√
2
)∗
( (ηNij v1+ξNij v2√
2
)T (ηΣijv2√
2
)T )
=
(
MR 0
0 MΣ
)
+

(
ηNij v1+ξN
N
ij v2√
2
)(
ηNij v1+ξN
N
ij v2√
2
)†
M †−1R
(
ηNij v1+ξN
N
ij v2√
2
)(
ηΣijv2√
2
)T
M †−1Σ(
ηΣijv2√
2
)(
ηNij v1+ξN
N
ij v2√
2
)†
M †−1Σ
(
ηNij v1+ξN
N
ij v2√
2
)(
ηΣijv2√
2
)T
M †−1Σ

+
 M∗−1R
(
ηNij v1+ξN
N
ij v2√
2
)∗ (ηNij v1+ξNNij v2√
2
)T
M∗−1R
(
ηNij v1+ξN
N
ij v2√
2
)∗ (ηΣijv2√
2
)T
M∗−1Σ
(
ηΣijv2√
2
)∗ (ηNij v1+ξNNij v2√
2
)†
M∗−1Σ
(
ηNij v1+ξN
N
ij v2√
2
)∗ (ηΣijv2√
2
)T

≈
(
MR 0
0 MΣ
)
, (H-12)
resultado evidente que los campos pesados esta´n desacoplados a primer orden, lo cual es una
buena aproximacio´n.
I. Anexo: Oscilaciones de Neutrinos en
el Vac´ıo desde la Meca´nica Cua´ntica
Para considerar la evolucio´n de una part´ıcula relativista se hacemos uso de la solucio´n de
part´ıcula con energ´ı positiva (E > 0) de la ecuacio´n de Dirac
(−→α · −→p + βmk) νk(t) =
(√
p2 +m2k
)
νk(t), (I-1)
al considerar la propagacio´n de los neutrinos en una sola direccio´n espacial, la ecuacio´n de
Dirac de la siguiente manera
i
∂νk
∂t
= (αxp+ βmk) vk, (I-2)
recordando que los neutrinos son part´ıculas relativistas, el segundo te´rmino se puede escribir
de la siguiente forma
(−→α · −→p + βmk) νk(t) =
(√
p2 +m2k
)
νk(t)
(αxp+ βmk) vk(t) '
(
p+
m2k
2p
)
νk(t)
(αxp) νk(t) '
(
p+
m2k
2p
− βmk
)
νk(t),
(I-3)
Reemplazando esta ultima expresio´n en I-1 se obtiene una forma similar a la ecuacio´n de
Schrodinger
i
∂νk
∂t
= (αxp+ βmk) vk
=
(
p+
m2k
2p
− βmk + βmk
)
νk
=
(
E +
m2k
2E
)
νk
= Hvack νk,
(I-4)
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Para el caso de dos sabores, esta u´ltima ecuacio´n se puede escribir de forma matricial as´ı
i
d
dt
(
ν1
ν2
)
=
(
E1 0
0 E2
)(
ν1
ν2
)
=
(
E +
m21
2E
0
0 E +
m22
2E
)(
ν1
ν2
)
=
[(
E 0
0 E
)
+
1
2E
(
m21 0
0 m22
)](
ν1
ν2
)
=
[
E
(
1 0
0 1
)
+
1
4E
(
2m21 0
0 2m22
)](
ν1
ν2
)
=
[
EI +
1
4E
(
m22 +m
2
1 0
0 m22 +m
2
2
)
− 1
4E
(
m22 −m21 0
0 m22 −m22
)](
ν1
ν2
)
=
[
EI +
m22 +m
2
1
4E
(
1 0
0 1
)
− m
2
2 −m21
4E
(
1 0
0 −1
)](
ν1
ν2
)
=
[
EI +
∑
ν
4E
I − 4ν
4E
(
1 0
0 −1
)](
ν1
ν2
)
,
(I-5)
la anterior expresio´n se puede escribir, dejando a un lado los te´rminos proporcionales a la
matriz identidad y teniendo en cuenta el hecho de que t ≈ x
i
d
dt
(
ν1
ν2
)
=
[
−4ν
4E
(
1 0
0 −1
)](
ν1
ν2
)
= Hvack
(
ν1
ν2
)
, (I-6)
(I-7)
pasando de la base de auto estados de masa a la base de los auto estados de interaccio´n,
esto es debido al hecho que los neutrinos son producidos en procesos de interaccio´n de´bil los
cuales corresponden a auto estados de interaccio´n. En el caso de dos familias se tiene(
νe
νµ
)
= U
(
ν1
ν2
)
, (I-8)
en donde la matriz de mezcla tiene la forma
U =
(
cos θν sin θν
− sin θν cos θν
)
, (I-9)
donde I-6 adquiere la forma
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i
d
dt
(
ν1
ν2
)
= Hvack
(
ν1
ν2
)
i
d
dt
U †
(
νe
νµ
)
= Hvack U
†
(
νe
νµ
)
i
d
dt
(
νe
νµ
)
= UHvack U
†
(
νe
νµ
)
i
d
dt
(
νe
νµ
)
= Hvacl
(
νe
νµ
)
, (I-10)
siendo
Hvacl = UH
vac
k U
† =
(
cos θν sin θν
− sin θν cos θν
)[
−4ν
4E
(
1 0
0 −1
)](
cos θν − sin θν
sin θν cos θν
)
= −4ν
4E
(
cos θν sin θν
− sin θν cos θν
)(
1 0
0 −1
)(
cos θν − sin θν
sin θν cos θν
)
= −4ν
4E
(
cos θν sin θν
− sin θν cos θν
)(
cos θν − sin θν
− sin θν − cos θν
)
= −4ν
4E
(
cos2 θν − sin2 θν −2 cos θν sin θν
−2 cos θν sin θν sin2 θν − cos2 θν
)
= −4ν
4E
(
cos 2θν − sin 2θν
− sin 2θν − cos 2θν
)
=
4ν
4E
( − cos 2θν sin 2θν
sin 2θν cos 2θν
)
. (I-11)
J. Anexo: Funciones Especiales
LA FUNCIO´N GAMMA
La funcio´n gamma esta´ definida como
Γ(x) =
∫∞
0
e−ttx−1dt (x > 0) , (J-1)
haciendo un cambio de variable t→ t2 tal que dt→ 2tdt
Γ(x) = 2
∫ ∞
0
e−t
2
t2x−1dt, (J-2)
Ahora Consideramos siguiente integral doble,
I =
∫∫
R
e−t
2−w2t2x−1w2y−1dtdw,
donde R es la regio´n del espacio representada por el primer cuadrante t − w en un plano
cartesiano,
Expandiendo parcialmente
I =
∫ t=∞
t=0
∫ w=∞
w=0
e−t
2−w2t2x−1w2y−1dtdw
=
∫ t=∞
t=0
e−t
2
t2x−1dt
∫ w=∞
w=0
e−w
2
w2y−1dw.
Aplicando (J-2), tenemos
I =
1
2
Γ (x) .
1
2
Γ (y) =
1
4
Γ (x) Γ (y) (J-3)
Similarmente, podr´ıamos realizar un cambio de variable del plano a coordenadas polares r
y ξ, tal que t = r cos ξ, w = r sin ξ. entonces dw = rdξ y dt = dr, siendo el elemento de a´rea
dt.dw = r.dr.dξ
I =
∫∫
R
e−r
2 cos2 ξ−r2 sin2 ξ (r cos ξ)2x−1 (r sin ξ)2y−1 r.dr.dξ
=
∫ r=∞
r=0
∫ ξ=pi/2
ξ=0
e−r
2
r2x−1 cos2x−1 ξr2y−1 sin2y−1 ξr.dr.dξ
=
∫ r=∞
r=0
e−r
2
r2(x+y)−1dr
∫ ξ=pi/2
ξ=0
cos2x−1 ξ sin2y−1 ξ.dξ,
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de la expresio´n (J-2), tenemos
Γ(x+ y) = 2
∫ ∞
0
e−t
2
t2(x+y)−1dt, (J-4)
entonces
I =
1
2
Γ(x+ y)
∫ θ=pi/2
ξ=0
cos2x−1 ξ sin2y−1 ξ.dξ. (J-5)
Si Comparamos (J-3) y (J-5) vemos que∫ pi/2
0
cos2x−1 ξ sin2y−1 ξ.dξ =
Γ (x) Γ (y)
2Γ(x+ y)
, (J-6)
con x > 0 y y > 0 debido que en esta regio´n fue definida la funcio´n gamma, para hallar Γ(1),
hacemos x = 1 en (J-1)
Γ(1) =
∫ ∞
0
e−tdt =
[−e−t]∞
0
,
tenemos
Γ(1) = 1, (J-7)
ana´logamente para en Γ(1/2), hacemos x = y = 1/2 en (J-6)∫ pi/2
0
dξ =
Γ (1/2) Γ (1/2)
2Γ(1)
,
y como Γ (1) = 1
pi
2
=
1
2
[Γ (1/2)]2 ,
por lo tanto Γ (1/2) = ±√pi, por la definicio´n (J-1) cuando x > 0:
Γ (1/2) =
√
pi. (J-8)
Volviendo a la definicio´n de la funcio´n gamma, ahora para Γ(x+ 1)
Γ(x+ 1) =
∫ ∞
0
e−ttxdt,
integrando por partes
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=
[(−e−t) tx]∞
0
−
∫ ∞
0
(−e−t)xtx−1dt,
= 0 + x
∫ ∞
0
e−ttx−1dt,
debido a los limites de integracio´n el primer te´rmino se anula ya que en el l´ımite superior el
exponencial domina sobre la funcio´n la potencial, y en el l´ımite inferior ya que x > 0.
Aplicando de nuevo la definicio´n de la funcio´n Γ(x), la parte derecha en la evaluacio´n de la
integral toma la forma
Γ(x+ 1) = xΓ(x), (J-9)
Aplicando esta expresio´n en forma sucesiva, para X ∈ Z, por ejemplo n, entonces Γ(n +
1)=nΓ(n)=n(n− 1)Γ(n− 1)= n(n− 1)Γ(n− 1)=n(n− 1)(n− 2) . . . = n!, siendo
Γ(n) = (n− 1)! (J-10)
LA CONSTANTE DE EULER-MASCHERONI
La representacio´n de producto de Weierstrass de la funcio´n Γ(z)
1
Γ (z)
= zeγz
∞∏
n=1
(
1 +
z
n
)
e−z/n, (J-11)
donde γ es la constante de Euler-Mascheroni
γ = l´ım
n→∞
(
1 +
1
2
+ · · ·+ 1
n
− lnn
)
= 0,5772157,
aplicando logaritmo natural a la expresio´n (J-11)
ln 1− ln Γ (z) = − ln Γ (z) = ln z + γz +
∞∑
r=1
[
ln
(
1 +
z
r
)
− z
n
]
,
seguidamente, derivando con respecto a z
−d ln Γ (z)
dz
=
1
z
+ γ +
∞∑
r=1
(
1
r + z
− 1
r
)
,
as´ı, la definicio´n de ψ1(z) es
ψ1(z) =
d ln Γ (z)
dz
=
Γ′(z)
Γ(z)
, (J-12)
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Por lo tanto
ψ1(z) = −γ − 1
z
+
∞∑
r=1
(
1
r
− 1
r + z
)
,
cuando z = n ∈ Z
ψ1(n) = −γ − 1
n
+
∞∑
r=1
(
1
r
− 1
r + n
)
ψ1(1) = −γ, (J-13)
Ahora haciendo una expansio´n de Taylor de Γ(1 + ε) para ε 1
Γ(1 + ε) = Γ(1) + εΓ′(1) +O(ε2)
= Γ(1) + εΓ(1)ψ1(1) +O(ε
2)
= 1− εγ +O(ε2),
de la ecuacio´n (J-9), zΓ(z) = Γ(1 + z), despejando, Γ (ε) = Γ(1 + ε)/ε
Γ (ε) =
1
ε
− γ +O(ε), (J-14)
aplicando (J-9) una vez ma´s
(−1 + ε)Γ (−1 + ε) = Γ(−1 + ε+ 1) = Γ(ε), (J-15)
despejando
Γ (−1 + ε) = 1−1 + εΓ(ε) = −
[
1
ε
+ 1− γ +O(ε)
]
.
Ana´logamente
Γ (−2 + ε) = 1−2 + εΓ(−1 + ε) =
(−1)2
2
[
1
ε
+
(
1 +
1
2
− γ
)
+O(ε)
]
,
generalizando
Γ (−n+ ε) = (−1)
n
n!
[
1
ε
+ ψ1(n+ 1) +O(ε)
]
, (J-16)
LA FUNCIO´N BETA DE EULER
Por definicio´n, la funcio´n beta esta´ dada por
B(x, y) =
∫ 1
0
tx−1 (1− t)y−1 dt (x > 0) (y > 0) (J-17)
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Realizando un cambio de variable t = cos2 ξ, con los elementos diferenciales dt = −2 cos ξ sin ξdξ;
para que t = 0, ξ = pi/2 y para que t = 1, ξ = 0, con el fin de respetar los limites de inte-
gracio´n
B(x, y) = −2
∫ 0
pi/2
(
cos2 ξ
)x−1
(sin2 ξ)y−1 cos ξ sin ξdξ
absorbiendo el signo negativo al intercambiar los limites de integracio´n
B(x, y) = 2
∫ pi/2
0
cos2x−1 ξ sin2y−1 ξdξ
La expresio´n corresponde a dos veces la relacio´n (J-6) por lo tanto conclu´ımos que:
B(x, y) =
Γ (x) Γ (y)
Γ(x+ y)
(J-18)
ELEMENTO DIFERENCIAL DE VOLUMEN PARA UNA
N-HIPERESFERA
La n-hiperesfera es una generalizacio´n para n ≥ 4 dimensiones, Por lo tanto estara´ definida a
partir de un conjunto de n-tuplas de puntos (x1, x2, · · · , xn). La ecuacio´n de una hiperesfera
de n-dimensiones en coordenadas cartesianas con centro en (0, 0, · · · , 0) y radio R esta´ dada
por
x21 + x
2
2 + · · ·x2n = R2.
El contenido el volumen n-dimensional (Vn) de una n-hiperesfera de radio R esta´ dado por
Vn =
∫ R
0
Snr
n−1dr, (J-19)
aqu´ı Sn representa el a´rea superficial de una n-hiperesfera de radio unidad que cumple con
la condicio´n
Sn
∫ ∞
0
e−r
2
rn−1dr =
∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞
e−(x
2
1+x
2
2+···x2n)dx1dx2 . . . dxn
=
[∫ ∞
−∞
e−x
2
dx
]n
,
utilizando la definicio´n de la funcio´n gamma (J-2) y (J-8)
1
2
SnΓ (n/2) = [Γ (1/2)]
n =
(√
pi
)n
= pin/2,
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despejando
Sn =
2pin/2
Γ (n/2)
. (J-20)
Realizando las siguientes sustituciones t = ξk, y = (k + 1) /2 y x = 1/2 en la propiedad (J-6)
1
2
∫ pi
0
(sin ξk)
k dξk =
√
pi
2
Γ
(
k+1
2
)
Γ
(
k+2
2
)
∫ pi
0
n−2∏
k=1
sink ξkdξk =
n−2∏
k=1
√
pi
Γ
(
k+1
2
)
Γ
(
k+2
2
) ,
el 1/2 antes de la integral es debido a que se a duplicado el intervalo de integracio´n (duplicado
los limites de integracio´n), por ende ser reduce a la mitad, el valor de de la integral para
x = 1, Γ(1) = 1∫ pi
0
n−2∏
k=1
sink ξkdξk =
(√
pi
)n−2 Γ (1) Γ (32)Γ (42) · · ·Γ (n−12 )
Γ
(
3
2
)
Γ
(
4
2
) · · ·Γ (n−1
2
)
Γ
(
n
2
)
=
(
√
pi)
n−2
Γ
(
n
2
)
2pi
∫ pi
0
n−2∏
k=1
sink ξkdξk =
2pin/2
Γ (n/2)∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
n−2∏
k=1
sink ξkdθk =
2pin/2
Γ (n/2)
= Sn,
en donde el valor de 2pi, se ha expresado como la integral del a´ngulo φ, de esta manera el
volumen de la hiper esfera (J-19) esta´ dado por
Vn =
∫ R
0
Snr
n−1dr =
∫ R
0
rn−1dr
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
n−2∏
k=1
sink ξkdξk,
expandiendo el volumen en forma integral∫
· · ·
∫
dnr =
∫ R
0
∫ 2pi
0
∫ pi
0
rn−1drdφ
n−2∏
k=1
sink ξkdξk,
el elemento de volumen estara´ dado por
dnr = rn−1drdφ
n−2∏
k=1
sink ξkdξk, (J-21)
donde el radio 0 < r < R, la longitud 0 < φ < 2pi y la colatitud 0 < ξk < pi.
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ME´TODO DE REGULARIZACIO´N DIMENSIONAL
Cuando evaluamos diagramas de caja, necesitamos evaluar integrales de la forma
In (q) =
∫
dnp
(p2 + 2pq −m2)α , (J-22)
donde p = (p0,
−→r ), es un ”n-vector” del espacio-tiempo de ”Minkowski” n-dimensional, (p0
es la componente temporal y −→r es un vector espacial (n − 1)-dimensional). Escribiendo el
momento en coordenadas polares, (p0, r, φ, θ1, θ2, . . . , θn−3). Tenemos que el elemento infi-
nitesimal de volumen realizar un cambio de variable r → p como dp = (dp0, d−→r ), es una
n-hiper esfera cuyo radio es p 1, al reemplazar en (J-21), tenemos que
dnp = dp0r
n−2drdφ
n−3∏
k=1
sink θkdθk, (J-23)
con dpn−1 = dp0drn−2, de tal manera que
dnp = dp0r
n−2drdφ sin θ1dθ1 sin θ2dθ2, . . . , sin θn−3dθn−3,
donde las cotas de las variables se encuentran −∞ < p0 < ∞, 0 < r < ∞, 0 < φ < 2pi,
0 < θk < pi. Entonces
In (q) =
∫ ∞
−∞
dp0
∫ ∞
0
rn−2dr
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
∏n−3
k=1 sin
k θkdθk
(p2 + 2pq −m2)α
In (q) = 2pi
∫ ∞
−∞
dp0
∫ ∞
0
rn−2dr
(p2 + 2pq −m2)α
∫ pi
0
n−3∏
k=1
sink θkdθk, (J-24)
de (J-6) y realiza´ndolas siguientes sustituciones x→ 1/2, y → (k + 1)/2 y θ → θk
1
2
∫ pi
0
sink θk.dθk =
Γ (1/2) Γ
(
k+1
2
)
2Γ(k+2
2
)
,
al realizar los cambios de variables tuvimos que modificar los l´ımites de integracio´n. teniendo
en cuenta que Γ(1) = 1 y aplicando (J-8)
∫ pi
0
sink θk.dθk =
√
pi
Γ
(
k+1
2
)
Γ(k+2
2
)∫ pi
0
n−3∏
k=1
sink θk.dθk =
n−3∏
k=1
√
pi
Γ
(
k+1
2
)
Γ(k+2
2
)
=
(√
pi
)n−3 Γ (1) Γ (32)Γ (42) · · ·Γ (n−22 )
Γ
(
3
2
)
Γ
(
4
2
) · · ·Γ (n−2
2
)
Γ
(
n−1
2
)
=
(√
pi
)n−3 Γ (1)
Γ
(
n−1
2
) ,
1ya que nos encontramos en el espacio de los momentos
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ya que
(
pi1/2
)n−3
= pi(n−1)/2pi−1, obtenemos
2pi
∫ pi
0
n−3∏
k=1
sink θk.dθk =
2pi(n−1)/2
Γ
(
n−1
2
) ,
tenemos que la integral (J-24),
In (q) =
2pi(n−1)/2
Γ
(
n−1
2
) ∫ ∞
−∞
dp0
∫ ∞
0
rn−2dr
(p2 + 2pq −m2)α ,
reemplazamos p2 = p20 − r2, lo que conduce a
In (q) =
2pi(n−1)/2
Γ
(
n−1
2
) ∫ ∞
−∞
dp0
∫ ∞
0
rn−2dr
(p20 − r2 + 2pq −m2)α
.
Esta es una integral invariante ”Lorentz”, es posible trabajar en el sistema de referencia
q = (µ,
−→
0 ). Como p = (p0,
−→r ), el te´rmino 2p · q = 2 (p0,−→r ) · (µ,−→0 ) = 2µp0.
In (µ) =
2pi(n−1)/2
Γ
(
n−1
2
) ∫ ∞
−∞
dp0
∫ ∞
0
rn−2dr
(p20 + 2p0µ− r2 −m2)α
.
Realizando otro el cambio de variable pµ′ = pµ + qµ, tal que p′2 = p2 + 2pq+ q2, por lo tanto,
p′20 = p20 + 2p0µ+ q20, de donde p′20 − q20 = p20 + 2p0µ, tenemos
In (q0) =
2pi(n−1)/2
Γ
(
n−1
2
) ∫ ∞
−∞
dp′0
∫ ∞
0
rn−2dr
(p′20 − 2p0µ− q20 + 2p0µ− r2 −m2)α
=
2pi(n−1)/2
Γ
(
n−1
2
) ∫ ∞
−∞
dp′0
∫ ∞
0
rn−2dr
(p′20 − q20 − r2 −m2)α
, (J-25)
utilizamos la funcio´n beta Euler (J-18), con las respectivas sustituciones x → (1 + β) /2,
y → α− (1 + β) /2 y t→ s/M en (C.19):
2
∫ ∞
0
( s
M
)β (
1 +
s2
M2
)−α
ds
M
=
Γ
(
1+β
2
)
Γ
(
α− 1+β
2
)
Γ(α)
2
∫ ∞
0
sβ
M1+β
(
s2 +M2
M2
)−α
ds =
Γ
(
1+β
2
)
Γ
(
α− 1+β
2
)
Γ(α)
2
∫ ∞
0
sβM2α−(1+β)
(s2 +M2)α
ds =
Γ
(
1+β
2
)
Γ
(
α− 1+β
2
)
Γ(α)
,
∫ ∞
0
sβ
(s2 +M2)α
ds =
Γ
(
1+β
2
)
Γ
(
α− 1+β
2
)
2 (M2)α−(1+β)/2 Γ(α)
, (J-26)
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identificando β → n− 2, M2 → −p′20 + q20 +m2 y s→ r, tenemos∫ ∞
0
rn−2dr
(r2 − p′20 + q20 +m2)α
=
Γ
(
n−1
2
)
Γ
(
α− n−1
2
)
2 (−p′20 + q20 +m2)α−(n−1)/2 Γ(α)
.
Para que tome la forma de la ecuacio´n (J-25) multiplicamos y dividimos por (−1)α
∫ ∞
0
(−1)αrn−2dr
(−1)α (r2 − p′20 + q20 +m2)α
=
Γ
(
n−1
2
)
Γ
(
α− n−1
2
)
2(−1)α−(n−1)/2 (p′20 − q20 −m2)α−(n−1)/2 Γ(α)∫ ∞
0
rn−2dr
(p′20 − q20 − r2 −m2)α
=
Γ
(
n−1
2
)
Γ
(
α− n−1
2
)
2(−1)2α−(n−1)/2 (p′20 − q20 −m2)α−(n−1)/2 Γ(α)
,
Reemplazando en la integral (J-25):
In (q0) =
(−1)(n−1)/2−2α pi(n−1)/2Γ (α− n−1
2
)
Γ(α)
∫ ∞
−∞
dp′0
(p′20 − q20 −m2)α−(n−1)/2
,
Para resolver esta integral, hacemos uso de (J-26) teniendo en cuenta las siguientes sustitu-
ciones: α→ α− (n− 1) /2, β → 0, M2 = −q20 −m2, s = p′0 da
1
2
∫ ∞
−∞
dp′0
(p′20 − q20 −m2)α−(n−1)/2
=
Γ (1/2) Γ (α− n/2)
2 (−q20 −m2)α−n/2 Γ(α− n−12 )
,
donde se han cambiado los l´ımites de integracio´n. Sustituyendo este resultado en la u´ltima
integral In (q0)
In (q0) =
(−1)(n−1)/2−2α pi(n−1)/2Γ (α− n−1
2
)
Γ(α)
Γ (1/2) Γ (α− n/2)
(−q20 −m2)α−n/2 Γ(α− n−12 )
,
aplicando el hecho que Γ(1/2) =
√
pi y haciendo el cambio de variable q0 → q
In (q) = (−1)n/2ipin/2 Γ (α− n/2)
Γ(α)
1
(−q2 −m2)α−n/2
,
Por lo tanto la integral (J-22) toma la forma∫
dnp
(p2 + 2pq −m2)α = (−1)
αipin/2
Γ (α− n/2)
Γ(α)
1
(q2 +m2)α−n/2
. (J-27)
Para derivar con respecto a q, escribimos el denominador de la forma
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∫ (
p2 + 2pq −m2)−α dnp = (−1)αipin/2 Γ (α− n/2)
Γ(α)
(
q2 +m2
)−α+n/2
−α
∫ (
p2 + 2pq −m2)−α−1 2pdnp = (−1)αipin/2 Γ (α− n/2)
Γ(α)
(−α + n/2) (q2 +m2)−α+n/2−1 2q∫
2p
(p2 + 2pq −m2)α+1d
np = (−1)αipin/2 (α− n/2)Γ (α− n/2)
αΓ(α)
2q
(q2 +m2)α−n/2+1
,
aplicando la propiedad de la funcio´n gamma, βΓ (β) = Γ (β + 1) y si α + 1→ α
∫
p
(p2 + 2pq −m2)αd
np = (−1)1+αipin/2 Γ (α− n/2)
Γ(α)
q
(q2 +m2)α−n/2
, (J-28)
y derivando otra vez con respecto a q conduce a
−α
∫
pµ
(
p2 + 2pq −m2)−α−1 2pνdnp
= (−1)1+αipin/2 Γ (α− n/2)
Γ(α)
(
qµ (−α + n/2) (q2 +m2)−α+n/2−1 2qν + (q2 +m2)−α+n/2)∫
pµpν
(p2 + 2pq −m2)α+1d
np
= (−1)1+α ipi
n/2
αΓ(α)
(
qµqν (α− n/2) Γ (α− n/2)
(q2 +m2)α−n/2+1
− Γ (α− n/2)
2 (q2 +m2)α−n/2
)
,
usando βΓ (β) = Γ (β + 1) y si α + 1→ α∫
pµpν
(p2 + 2pq −m2)αd
np (J-29)
= (−1)α ipi
n/2
Γ(α) (q2 +m2)α−n/2
(
qµqνΓ
(
α− n
2
)
− g
µν
2
(
q2 +m2
)
Γ
(
α− 1− n
2
))
,
multiplicando por gµν y contrayendo tenemos∫
p2dnp
(p2 + 2pq −m2)α
= (−1)α ipi
n/2
Γ(α) (q2 +m2)α−n/2
(
q2Γ
(
α− n
2
)
− n
2
(
q2 +m2
)
Γ
(
α− 1− n
2
))
, (J-30)
La ecuacio´n (J-22) so´lo converge si d < 2α, de tal manera que
∫
p2dnp
(p2 + 2pq −m2)α
= (−1)d/2 ipi
n/2
Γ(α) (q2 +m2)α−n/2
(
q2Γ
(
α− n
2
)
− n
2
(
q2 +m2
)
Γ
(
α− 1− n
2
))
, (J-31)
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INTEGRACIO´N EN EL CASO q = 0
En en caso especial, para q = 0, (J-30) toma la forma
∫
pµpν
(p2 −m2)αd
np = −(−1)α ipi
n/2
2Γ(α) (m2)α−n/2−1
Γ
(
α− 1− n
2
)
gµν , (J-32)
y en (J-31)
∫
p2dnp
(p2 −m2)α = −(−1)
α ipi
n/2
2Γ(α) (m2)α−n/2−1
Γ
(
α− 1− n
2
)
n, (J-33)
Sustituyendo la segunda expresio´n en la primera
∫
pµpν
(p2 −m2)αd
np =
gµν
n
∫
p2dnp
(p2 −m2)α .
Finalmente tenemos
∫
pµpνf(p2)dnp =
gµν
n
∫
p2f(p2)dnp, (J-34)
FO´RMULAS DE FEYNMAN CON PARA´METROS
FO´RMULA DE FEYNMAN CON UN PARA´METRO
Partimos de
1
ab
=
1
b− a
b− a
ab
=
1
b− a
(
1
a
− 1
b
)
,
y del hecho que∫ b
a
du
u2
=
1
a
− 1
b
,
comparando estas dos expresiones vemos que
1
ab
=
∫ u=b
u=a
1
u2
du
b− a,
Para determinar la funcio´n u = u(x), no es dif´ıcil apreciar que du = (b− a) dx, integrando
u(x) = (b− a)x + k imponiendo la condicio´n de frontera u(0) = a se concluye que k = a.
En consecuencia
u(x) = a(1− x) + bx,
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Despejando x en esta ecuacio´n
x(u) =
u− a
b− a .
Haciendo el cambio de variable
1
ab
=
∫ x(b)
x(a)
dx
[a(1− x) + bx]2 ,
Como x(a) = 0 y x(b) = 1, obtenemos la fo´rmula de Feynman con 1-para´metro
1
ab
=
∫ 1
0
dx
[a(1− x) + bx]2 , (J-35)
FO´RMULA DE FEYNMAN CON DOS PARA´METROS
Seguimos un procedimiento similar al anterior
1
ac
=
1
c− a
(
1
a
− 1
c
)
,
1
acb
=
1
c− a
[
1
ab
− 1
cb
]
,
como
1
ab
=
1
b− a
(
1
a
− 1
b
)
,
1
cb
=
1
b− c
(
1
c
− 1
b
)
,
entonces
1
abc
=
1
c− a
[
1
b− a
(
1
a
− 1
b
)
− 1
b− c
(
1
c
− 1
b
)]
,
Basados en∫ b
a
du
u2
=
1
a
− 1
b
, y
∫ b
c
dv
v2
=
1
c
− 1
b
,
tenemos
1
abc
=
1
c− a
[∫ u=b
u=a
1
u2
du
b− a −
∫ v=b
v=c
1
v2
dv
b− c
]
,
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como en el caso anterior, establecemos las funciones
du = (b− a) dx integrando u(x) = (b− a)x+ ku,
dv = (b− c) dx integrando v(x) = (b− c)x+ kv,
con las condiciones de frontera u(0) = a y v(0) = c, se concluye que ku = a y kv = c,
respectivamente
u(x) = a(1− x) + bx,
v(x) = c(1− x) + bx,
haciendo el cambio de variable
1
abc
=
1
c− a
[∫ x(b)
x(a)
dx
[a(1− x) + bx]2 −
∫ x(b)
x(c)
dx
[c(1− x) + bx]2
]
,
como
x(u) =
u− a
b− a ,
x(v) =
v − c
b− c ,
vemos que
1
abc
=
1
c− a
[∫ 1
0
dx
[a(1− x) + bx]2 −
∫ 1
0
dx
[c(1− x) + bx]2
]
=
2
c− a
∫ 1
0
dx
[
1
2 [a(1− x) + bx]2 −
1
2 [c(1− x) + bx]2
]
,
ahora teniendo en cuenta que∫ b
a
dw
w3
=
1
2a2
− 1
2b2
,
1
abc
= 2
∫ 1
0
dx
[∫ w=c(1−x)+bx
w=a(1−x)+bx
1
w3
dw
c− a
]
.
Para determinar la funcio´n w = w(y), tomamos dw = (c− a) dy, integrando w (y) =
(c− a) y + k imponiendo la condicio´n de frontera w(0) = a(1 − x) + bx, se concluye que
k = a(1− x) + bx. En consecuencia
w (y) = a(1− x− y) + bx+ cy,
Haciendo el cambio de variable
1
abc
= 2
∫ 1
0
dx
[∫ y(c(1−x)+bx)
y(a(1−x)+bx)
dy
[a(1− x− y) + bx+ cy]3
]
,
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teniendo en cuenta que
y (w) =
w − [a(1− x) + bx]
c− a ,
de donde y(a(1−x) + bx) = 0 y y(c(1−x) + bx) = 1−x, obtenemos la fo´rmula de Feynman
con 2-para´metros.
1
abc
= 2
∫ 1
0
dx
∫ 1−x
0
dy
1
[a (1− x− y) + bx+ cy]3 (J-36)
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